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Luku 1
Johdanto
Tässä pro gradu -tutkielmassani suunnittelin musiikkipainotteiseen lukioon matematii-
kan oppitunnin, jonka kävin toteuttamassa Sibelius-lukiossa. Tunnin pidin abiturienteille
pitkän matematiikan kertauskurssilla. Tunnin aihe perustuu vuoden 2003 opetussuunni-
telman matematiikan pitkän oppimäärän yhdeksänteen kurssiin, jonka nimi on Trigono-
metriset funktiot ja lukujonot. Valitsin kohderyhmäksi musiikkipainoitteisen lukion, koska
oppimateriaalissani tälle kertauskurssin oppitunnille on musiikkiin liittyviä tehtäviä. Va-
litsin myös nimenomaan kertauskurssin, koska tehtävät ovat hyvin soveltavia eikä niiden
avulla välttämättä voi opettaa lukujononen ja trigonometristen funktioiden perusasioita.
Tämä tutkielmani valmistuu opetussuunnitelmien kehitysten murrosvaiheessa, sillä ensi
vuonna (2016) astuu voimaan uusi valtakunnallinen opetussuunnitelma. Vanhan yhdek-
sännen kurssin sisällöt hajoavat kahteen eri kurssiin. Se ei onneksi vaikuta kurssin sisäl-
töihin, joita olen käyttänyt tässä työssäni, niin etteikö tätä kehittämääni materiaalia voisi
käyttää uudenkin opetussuunnitelman aikana.
Aihe on minulle tärkeä, koska aina olen halunnut tietää ja selvittää miten matematiik-
ka ja musiikki kytkeytyvät toisiinsa. Aiheesta olin vain kuullut erilaisia väitteitä, mutta
kukaan ei ole osannut tarkemmin selittää väitteilleen perusteluja. Olen itse harrastanut
musiikkia ja käynyt Sibelius-lukion, joten tuntui luonnolliselta matematiikan opettajak-
si valmistuvana suunnitella matematiikan oppitunti juuri Sibelius-lukioon. Aluksi rupesin
pohdiskelemaan jo valmista tietämystäni matematiikan ja musiikin yhtäläisyyksistä, mikä
antoi kipinän ottaa asioista enemmän selvää. Koska kyseessä oli kuitenkin matematiikan
pedagoginen gradu, täytyi minun myös ottaa selvää miten yhtäläisyydet liittyivät valta-
kunnallisen opetussuunnitelman perusteisiin. Jossain vaiheessa alkoi hahmottua, että eni-
ten löysin matematiikan ja musiikin yhtäläisyyksiä juuri kurssin Trigonometriset funktiot
ja lukujonot keskeisistä sisällöistä ja tavoitteista.
Aihe on tärkeä myös pedagogiikan tieteenalalle, koska vuonna 2016 voimaan tulevan
opetussuunnitelman perusteiden mukaan ilmiöpohjaista ja monialaista opetusta tulisi to-
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teuttaa muun muassa oppiainerajat ylittävällä opetuksella. Tässä tutkielmassani oppiai-
neina ovat muun muassa matematiikka ja musiikki. Pro gradu -tutkielmani tavoite on
tuoda näköaloja opettajille, jotka pohtivat miten ilmiöpohjaista opetusta voisi toteuttaa.
Mielikuvituksella, avoimuudella ja kiinnostuksella muihinkin kuin vain siihen omaan rak-
kaaseen oppiaineeseen voi saada paljonkin mielenkiintoisia tehtäviä ja materiaalia aikaan.
Tavoite tässä tutkielmassa on myös oppilaiden havahtuminen siihen, että maailmassa on
ongelmia, matemaattisia rakenteita ja ilmiöitä, joiden ratkomista ja selittämistä varten on
kehitetty matemaattiset kaavat. Ei siis ole niin, että jotkut matemaatikot ovat keksineet
kaavoja, joita sitten voi soveltaa käytännön tilanteisiin mikäli sellaisia tilanteita sattuu
opiskelijan elämässä tulemaan vastaan. Geometriakin on lähtenyt kehittymään ihmisten
tarpeista ratkaista käytännön ongelmia.
Luvussa kaksi olen koonnut valtakunnallisen opetussuunnitelman perusteista yleisiä
ja matematiikan tavoitteita ja keskeisiä sisältöjä. Siinä olen huomioinut nykyisen opetus-
suunnitelman, joka on laadittu vuonna 2003 sekä uuden opetussuunnitelman, joka tulee
voimaan vuonna 2016 elokuussa. Luvussa kaksi olen myös esittänyt Sibelius-lukion kou-
lukohtaisen opetussuunnitelman tavoitteita siltä osin, miten ne liittyvät tutkielmaani.
Teoreettiseksi taustaksi valitsin tutkimustuloksia matematiikan osaamisesta, tehtävis-
tä, ilmiöpohjaisesta oppimisesta sekä matematiikan ja musiikin tukemisesta toisiaan. Teh-
tävät valitsin siksi, koska tutkielmassani olen tehnyt oppilaille erilaisia sanallisia tehtäviä.
Ilmiöpohjaisen oppimisen valitsin siksi, koska tekemäni tehtävät perustuvat ilmiöihin ja
oppiainerajat ylittäviin aiheisiin. Matematiikan ja musiikin toisiaan tukemisen valitsin sen
takia, koska tekemäni matematiikan tehtävät liittyvät musiikkiin.
Luvussa neljä esittelen tämän tutkielman merkintätavat ja luvussa viisi perehdyn arit-
meettiseen ja geometriseen lukujonoihin, joita sovelletaan yläsävelsarjaan ja viritysjärjes-
telmiin. Luvussa kuusi tutkitaan taas trigonometrisista funktioista lähinnä sinifunktiota,
jolla voidaan kuvata äänifunktioita. Luvussa kuusi tutkitaan myös ääniaaltojen summau-
tumista ja siihen liittyviä ilmiöitä.
Oppitunnin suunnitelman esitän luvussa seitsemän, jossa myös kerron informaatiota
käyttämistäni materiaaleista. Luvussa kahdeksan pohdin pitämääni oppituntia, käsittelen
oppilailta saatua palautetta, pohdin miten oppitunti kokonaisuudessaan liittyy opetus-
suunnitelmiin ja aikaisempiin tutkimustuloksiin sekä pohdiskelen kehittämisehdotuksia
materiaalin myöhemmälle käytölle. Luvussa kahdeksan pohdin myös miten materiaaliani
voisi soveltaa muihinkin tilanteisiin.
Vaikka tutkielma onkin tarkoitettu luettavaksi saman tasoiselle opiskelijalle kuin minä,
esitän siinä joitakin lukion aiheita, jotka tietenkin ovat lukijalle tuttuja ennestään. Nämä
esitän sen takia, koska tutkielmani esimerkit, joita käytän lukioon suunnatussa oppimate-
riaalissani, perustuvat näihin määritelmiin, esimerkiksi aritmeettisen ja geometrisen jonon
osalta.
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Luku 2
Opetussuunnitelma
Tähän lukuun olen poiminut nykyisin käytettävästä valtakunnallisesta opetussuunnitel-
man perusteista niitä kohtia, jotka liittyvät pro gradu -tutkielmaani. Koska ensi vuonna,
2016, otetaan käyttöön uudet valtakunnalliset opetussuunnitelmat, tutkielmassani käsit-
telen myös tulevan opetussuunnitelman luonnosta niiden aiheiden osalta, jotka liittyvät
tutkielmaani.
2.1 Vuoden 2003 lukion opetussuunnitelman perusteet
Nykyisin käytössä olevat valtakunnalliset opetussuunnitelman perusteet on laadittu vuon-
na 2003. Seuraavat opetussuunnitelmat otetaan käyttöön viimeistään 1.8.2016.
2.1.1 Matematiikan opetuksen tavoitteet
Matematiikan pitkän oppimäärän opetus "pyrkii antamaan opiskelijalle selkeän käsityksen
matematiikan merkityksestä yhteiskunnan kehityksessä sekä sen soveltamismahdollisuuk-
sista arkielämässä, tieteessä ja tekniikassa". Pitkän oppimäärän opetuksen tavoitteena on,
että opiskelija "rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimiseen
sekä niiden kriittiseen arviointiin". Tavoitteena on myös, että opiskelija "ymmärtää ja
osaa käyttää matematiikan kieltä, kuten – – keskustelemaan matematiikasta", "kehittää
lausekkeiden käsittely-, päättely- ja ongelmanratkaisutaitojaan", "harjaantuu mallinta-
maan käytännön ongelmatilanteita ja hyödyntämään erilaisia ratkaisustrategioita" sekä
"osaa käyttää tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmiä, teknisiä apuvälineitä ja
tietolähteitä". (Opetushallitus, 2003.)
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2.1.2 Kurssin Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAA9) ta-
voitteet ja keskeiset sisällöt
Vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteissa lukion pitkän matematiikan kurssin Trigo-
nometriset funktiot ja lukujonot (MAA9) keskeisiä sisältöjä ovat trigonometriset funktiot
symmetria- ja jaksollisuusominaisuuksineen, trigonometristen yhtälöiden ratkaiseminen,
lukujono, aritmeettinen jono sekä geometrinen jono. Kurssin tavoitteena on, että opiskeli-
ja "oppii ratkaisemaan sellaisia trigonometrisiä yhtälöitä, jotka ovat tyyppiä sin f(x) = a
tai sin f(x) = sin g(x)", "ymmärtää lukujonon käsitteen" sekä "osaa ratkaista käytän-
nön ongelmia aritmeettisen ja geometrisen jonon avulla". (OPH, 2003.) Nämä ovat myös
Sibelius-lukion koulukohtaisen opetussuunnitelman kurssin (MAA9) tavoitteet ja keskei-
set sisällöt.
2.2 Vuoden 2016 lukion opetussuunnitelman perusteet,
luonnos
Nykyiset lukion opetussuunnitelman perusteet ovat lähtökohtana vuonna 2016 voimaan
tuleville opetussuunnitelman perusteille. Uusia perusteita kehitetään siihen suuntaan, että
niillä pystytyään vastaamaan tulevaisuuden osaamishaasteisiin. (OPH, 2015a.)
2.2.1 Lukiokoulutuksen tehtävä ja opiskelumenetelmät
Vuoden 2016 voimaan tulevan opetussuunnitelman perusteiden mukaan "lukiokoulutuk-
sen tehtävänä on laaja-alaisen yleissivistyksen vahvistaminen". Lukiokoulutuksessa yleis-
sivistys koostuu "arvoista, tiedoista, taidoista, asenteista ja tahdosta, joiden avulla kriit-
tiseen ja itsenäiseen ajatteluun pystyvät yksilöt osaavat toimia vastuullisesti, myötätun-
toisesti, yhteisöllisesti ja menestyksekkäästi." (OPH, 2015b.) Laaja-alainen yleissivistys
lukiokoulutuksessa perustuu eri oppiaineiden tieteenaloihin sekä niiden välisiin yhteyksiin
(OPH, 2015a). Oppiainerajat ylittävää osaamista ja kokonaisuuksien hallintaa voidaan
tukea menetelmällisillä ratkaisulla (OPH, 2015b), muun muassa monipuolista opetustek-
nologian käyttöä tulee tukea ja opiskelijan oppimaan oppimisen taitoja edistää (OPH,
2015a). Sellaiset opiskelumenetelmät, jotka perustuvat tutkimiseen ja ongelmanratkai-
suun, edistävät oppimaan oppimista sekä kehittävät luovaa ja kriittistä ajattelutapaa.
Lukio-opetuksen tehtävänä on harjaannuttaa opiskelijaa jäsentämään laaja-alaisia ilmiöi-
tä ja ymmärtämään monitahoisia asioita. Lukiokoulutuksen tulee "syventää opiskelijan
kiinnostusta tieteiden ja taiteiden maailmaan" ja antaa opiskelijoille merkityksellisiä op-
pimiskokemuksia, koska ne innostavat ja sitouttavat pitkäjänteiseen opiskeluun. Opiskeli-
joille tulee tarjota sellaista työskentelyä, joka kytkee opiskeltavat tiedot ja taidot heidän
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kokemuksiinsa ja heitä tulee rohkaista tekemään riittävän haastavia sekä avoimia tehtä-
viä. Heitä tulee myös kannustaa "havaitsemaan ongelmia", "esittämään kysymyksiä ja
etsimään niihin vastauksia". (OPH, 2015b.)
2.2.2 Matematiikan opetuksen tavoitteet
Uudessa opetussuunnitelmassa matematiikan opetuksen tavoitteena on kehittää laskemi-
sen, ilmiöiden mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja. Lähtökohdat opetukselle
tulee valita opiskelijoita kiinnostavista aiheista ja ilmiöistä sekä niihin liittyvistä ongelmis-
ta. Matematiikan opetuksessa tulee tutkia matematiikan ja arkielämän välisiä yhteyksiä
sekä vaihtelevien työtapojen käyttö koetaan tärkeäksi. Opiskelijoille on järjestettävä sellai-
sia opetustilanteita, jotka herättävät heidät "tekemään havaintojensa pohjalta kysymyk-
siä, oletuksia ja päätelmiä sekä perustelemaan niitä". Opiskelijoita tulee ohjata hahmot-
tamaan, mikä on matemaattisten käsitteiden merkitys ja tunnistamaan, miten ne liittyvät
laajempiin ja suurempiin kokonaisuuksiin. Opiskelijaa tulee rohkaista ajattelua tukevien
kuvien, piirrosten ja välineiden käyttöön sekä harjaannuttaa tietokoneohjelmistojen käyt-
töä "matematiikan oppimisen ja tutkimisen sekä ongelmanratkaisun apuvälineinä". (OPH,
2015b.)
2.2.3 Aihekokonaisuudet
Vuonna 2016 voimaan tulevassa opetussuunnitelmassa on lueteltu eri aihekokonaisuuk-
sia, jotka ylittävät oppiainerajat. Niiden yhteisiin tavoitteisiin kuuluu nykyajan ilmiöiden
havainnoiti ja analysointi, asioiden välisten yhteyksien ymmärtäminen ja laaja-alaisten
kokonaisuuksien jäsentäminen tiedonalat ylittäen ja yhdistäen. Aihekokonaisuuksien tu-
lee antaa opiskelijoille mahdollisuus ideoida ja tuottaa ratkaisuja yhdessä. Niiden tulee
antaa myös mahdollisuus "luovaan ongelmanratkaisuun ja ajatteluun". Esimerkiksi ai-
hekokonaisuuden Teknologia ja yhteiskunta tavoitteena on, että opiskelija "rohkaistuu
käyttämään omia mahdollisuuksiaan, luovuuttaan ja ongelmanratkaisutaitojaan hakies-
saan ratkaisuja käytännöllisiin ongelmiin sekä oppii suhtautumaan erehdyksiin luovaan
prosessiin kuuluvana kokemuksena". (OPH, 2015b.)
2.2.4 Kurssien tavoitteet
Tulevassa opetussuunnitelmassa aiheet trigonometriset funktiot ja lukujonot on jaettu
kahteen eri kurssiin. Vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteissa ne muodostavat vielä
yhden kokonaisen kurssin (MAA9). Tulevassa opetussuunnitelmassa lukujonot on laitettu
lukion ensimmäiseen kurssiin Luvut ja lukujonot (MAY1), joka on yhteinen sekä lyhyen et-
tä pitkän oppimäärän suorittaville opiskelijoille ja trigonometriset funktiot kuuluu pitkän
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oppimäärän seitsemänteen kussiin Trigonometriset funktiot (MAA7).
Lukujonojen osalta ensimmäisen kurssin sisältöihin kuuluvat samat aiheet kuin van-
hankin opetussuunnitelman kurssin (MAA9) sisältöihin kuuluvat, eli lukujono, aritmeet-
tinen lukujono sekä geometrinen lukujono. Ensimmäisen yhteisen kurssin uusia tavoitteita
verrattuna vanhaan on, että opiskelija "oppii määrittelemään lukujonoja kun annetaan
alkuehdot ja tapa, jolla seuraavat termit muodostetaan", sekä "osaa käyttää teknisiä apu-
välineitä funktion kuvaajan ja lukujonojen tutkimisessa sekä lukujonoihin liittyvien sovel-
lusongelmien ratkaisussa".
Kurssin Trigonometriset funktiot keskeiset sisällöt eivät ole muuttuneet vanhasta kurs-
sista. Kurssin uudet tavoitteet ovat, että opiskelija "hyödyntää trigonometrisia funktioita
mallintaessaan jaksollisia ilmiöitä", "osaa käyttää teknisiä apuvälineitä trigonometristen
funktioiden tutkimisessa ja trigonometristen yhtälöiden ratkaisemisessa – – sovellusongel-
missa". (OPH, 2015b.)
2.3 Sibelius-lukion opetussuunnitelman perusteet
Sibelius-lukion omassa koulukohtaisessa opetussuunnitelmassa noudatetaan Helsingin lu-
kioille määrättyjä opetusmenetelmiä ja työtapoja, joissa esimerkiksi "tutkivaa, toiminnal-
lista ja ongelmanlähtöistä työskentelyä painotetaan". Sibelius-lukion opetussuunnitelman
mukaan "opiskelijan luovuus kehittyy erilaisissa ongelmanratkaisutilanteissa" ja "par-
haimmillaan opiskelija alkaa nähdä ympäröivässä todellisuudessa matemaattisia raken-
teita sekä kokea matematiikan loogisuudessa ja abstraktiudessa yleensä taiteisiin liitettä-
viä esteettisiä elämyksiä." On tärkeää, että "opiskelija ymmärtää matematiikan tarjoa-
van muille tieteenaloille malleja, joiden soveltaminen on välttämättömyys näiden tietei-
den kehittymiselle." Sibelius-lukion opetussuunnitelman mukaan erilaisten aihekokonai-
suuksien toteuttamisessa voidaan hyödyntää loogisen ajattelun harjoittamista, ilmiöiden
matemaattista mallintamista ja numerolukutaitoa. Teematapahtumien aiheita voisi olla
esimerkiksi "Kuulo ja ääni", "Numerolukutaito tavoitteeksi!!" ja "Matematiikka ja yrit-
täjyys". (Sibelius-lukion opetussuunnitelma, 2005.)
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Luku 3
Pedagogisia tutkimuksia
Kuten jo johdannossa mainitsin, teoreettiseksi viitekehykseksi valitsin tutkimustuloksia
matematiikan osaamisesta, erilaisten tehtävien vaikutuksesta oppimiseen, ilmiöpohjaises-
ta oppimisesta sekä matematiikan ja musiikin tukemisesta toisiaan. Matematiikan osaami-
sesta Suomessa halusin kertoa lukijalle vähän taustatietoa, miten matematiikan osaami-
nen Suomessa on muuttunut ja mitkä tekijät siihen kenties ovat vaikuttaneet. Tehtävien
vaikutuksen oppimiseen valitsin siksi, koska tutkielmassani olen tehnyt oppilaille erilai-
sia sanallisia tehtäviä. Ilmiöpohjaisen oppimisen halusin teoreettiseen taustaani sen takia,
koska tekemäni tehtävät perustuvat ilmiöihin ja oppiainerajat ylittäviin aiheisiin, mikä on
tulevan opetussuunnitelmankin yksi keskeinen tavoite. Matematiikan ja musiikin toisiaan
tukemisen valitsin siksi, koska tekemäni matematiikan tehtävät liittyvät musiikkiin.
3.1 Miten saada matematiikan osaaminen nousuun?
Oppilaiden matematiikassa suoriutuminen on yksi koulutuksen keskeisimmistä tavoitteista
ympäri maailmaa. Matematiikan opiskelu antaa lapsille ja nuorille valmiudet menestyä
monien ammattialojen jatko-opinnoissa. Taitoja, joita matemaattinen ongelmanratkaisu
tuottaa, voidaan käyttää ja soveltaa monissa eri tilanteissa. Matematiikkaa on nuorten
arjessa kaikkialla. (Kupari, Vettenranta & Nissinen, 2012.)
Viimeisen PISA-tutkimuksen (2012) mukaan suomalaisnuorten matematiikan osaami-
nen on heikentynyt. Kansallisessa keskiarvossa 25 pisteen pudotus vuodesta 2003 vuoteen
2012 on tilastollisesti merkitsevä, mikä on huolestuttavan kehityksen suunta. Vuonna 2003
Suomi kuului matematiikan osaamisessa kärkimaihin ja sen keskiarvon lasku oli kaikista
suurin verrattuna muihin kärkimaihin. Vaikka suomalaisnuorten matematiikan osaami-
nen kuuluu edelleen OECD:n parhaimmistoon, tulee jokaisen pohtia, miten suomalaisten
matematiikan osaamista voitaisiin parantaa. (Kupari ja muut, 2013.)
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Kansainvälisesti suomalaisoppilaat pitävät matematiikasta vähän eivätkä arvosta si-
tä tarpeeksi. Miten saisimmekaan matematiikan oppimisen ilon säilymään peruskoulun
jälkeenkin ja uskon mahdollisuuksiin oppia matematiikkaa? (Kupari ja muut, 2012) Tut-
kimusten mukaan Suomessa nuorten motivoituminen sekä asenne matematiikan opiskelua
ja oppimista kohtaan liittyvät selvästi hyvään matematiikan osaamiseen (Kupari ja muut,
2013). Muun muassa jo vuoden 1999 TIMSS-koulusaavutustutkimuksen mukaan opiske-
luun asennoitumisella ja luottamalla omaan oppimiseen on ollut keskeinen merkitys ma-
tematiikan osaamisessa kansainvälisestikin (Kupari, Reinikainen, Nevanpää & Törnroos,
2000). Tästä seuraa kehä, joka joko vahvistaa tai heikentää itseään: oppilaat, jotka asen-
noituvat matematiikkaan paremmin, osaavat myös paremmin, ja oppilaat, jotka osaavat
hyvin, asennoituvatkin myönteisemmin matematiikkaa kohtaan. Korostamalla oppilaiden
vahvuuksia ja antamalla myönteistä palautetta saadaan positiivinen kehitys alkuun. Ma-
tematiikan opetuksen lähestymistapoja tulisi monipuolistaa ja kehittää sekä opiskelussa
tulisi olla enemmän kiinnostavuutta, innostusta ja vaihtelua, jotta suomalaisoppilaat ar-
vostaisivat ja sitoutuisivat siihen enemmän. (Kupari ja muut, 2012.)
Tuominen-Soinin, Salmela-Aron ja Niemivirran (2015) mukaan oppilaiden opiskeluin-
to viittaa positiiviseen suhtautumiseen opiskeluun ja koulunkäyntiin. Pehkosen (2012)
mukaan koulussa matematiikka ei saisi olla pelkästään laskemista, vaan päämääränä ope-
tukselle tulisi olla sekä ymmärtäminen että matemaattisen ajattelun kehittäminen. Uusia
elementtejä matematiikan opetukseen on liitettävä. Pehkosen (2012) tutkimuksessa Berd-
stromin (1985) mukaan ongelmanratkaisutaitojen kehittymisen ja luovuuden voi estää
jatkuva sääntöjen painotus, kun taas Blumenfeldin ja muiden (1991) mukaan todelliseen
ongelmanratkaisuympäristöön oppilas asettuu työskentelemällä aktiivisesti. Tällöin todel-
lisen elämän ja luokkahuoneilmiön yhdistäminen on mahdollista. (Pehkonen, 2012.)
Seuraavassa esitän mikä merkitys tehtävillä, lähinnä sanallisilla ja soveltavilla tehtä-
villä, on matematiikan oppimisen kannalta. Voiko niillä vaikuttaa motivaatioon, jolla on
suuri merkitys oppimistuloksiin? (Nurmi, 2013).
3.1.1 Tehtävät
Matematiikan oppikirjat ovat täynnä tehtäviä, joiden avulla on tarkoitus oppia matema-
tiikkaa. Se, minkälaisia tehtäviä oppilaille annetaan, vaikuttaa oppilaiden kiinnostukseen
ja motivaatioon sekä sitä kautta oppimiseen (Nurmi, 2013). Mikäli tehtävät kytkeyty-
vät oppilaiden arkielämään ja kokemuksiinsa, koetaan matematiikka hyödylliseksi (Laine,
2013). Pirhosen (2013, 5) mukaan "koulun tulee olla – – nuorelle merkityksellinen".
Psykologiassa emotionaalisella kiinnostuksella tarkoitetaan niitä tunteita, joita oppilas
liittää tiettyyn tehtävään. Tehtävän pitää olla palkitseva eikä sen tekemiseen saa liittyä ne-
gatiivisia tunteita, kuten esimerkiksi ahdistumista tai kyllästymistä, jotta oppiminen voisi
onnistua. Oppilaan toimimiseen oppimistilanteessa vaikuttavat kiinnostukset. Ne vaikut-
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tavat myös siihen minkälaisia tunteita oppilaassa herää tilanteessa, jossa oppilas voi oppia.
Tehtävän merkityksellisyys, tärkeys, näkyvyys ja ymmärrettävyys ovat taas oppimistehtä-
vän ominaisuuksia. Psykologian kiinnostusteorian mukaan niitä pidetään motivaation läh-
tökohtina. "Keskeistä oppimistehtävän onnistumisen kannalta on, kuinka paljon oppilas
keskittyy tehtävään, ponnistelee sen ratkaisemiseksi ja suunnittelee erilaisia toimintavaih-
toehtoja" (Nurmi, 2013, 552). Monet toimet, jotka edistävät oppimista, ovat tehokkaita
vasta silloin, kun oppilas on motivoitunut tekemään tehtäviä. (Nurmi, 2013.)
Seuraavassa esittelen sanallisten ja soveltavien tehtävien merkityksestä oppimisessa.
Sanalliset ja soveltavat tehtävät
Matematiikassa sanalliset tehtävät eivät ole mekaanisia laskutehtäviä, vaan sanallisissa
tehtävissä oppilaan tulee itse muokata numeerinen lauseke, jonka avulla hän pystyy rat-
kaisemaan tehtävän. Sanallisia tehtäviä voi käyttää teorian opettamiseen mutta sovellus-
tehtäviä käytetään jo opitun teorian soveltamiseen. (Lehtinen, 2013.)
Sanallisten ja soveltavien tehtävien avulla voidaan kytkeä silta matematiikan kielen ja
symbolien sekä ympäröivän maailman välille. Lehtisen mukaan sanallisilla tehtävillä, jotka
liittyivät käytännöllisiin arkipäivän toimintoihin, oli suuri merkitys matematiikan opetuk-
sessa suomalaisessa kansakoulussa jo 1900-luvun alkupuolella. Sanallisten tehtävien avulla
opiskellaan ongelmanratkaisutaitoja, joita ihmisiltä nykyisin ja tulevaisuudessa vaaditaan.
Matematiikan oppimisen motivaatiota voi vahvistaa kiinnostavat sanalliset tehtävät. Kai-
kille oppilaille sanalliset tehtävät eivät ole kuitenkaan motivoivia ja käytäntöön kytkevää
koulumatematiikkaa, vaan osa kokee ne pelottaviksi ja inhottaviksi, joita on vain pakko
suorittaa. (Lehtinen, 2013.)
Janis M. Hartin (1996) mukaan monilla oppilailla on vaikeuksia muodostaa sanallinen
tehtävä matemaattiseen muotoon ratkaistaakseen jokin ongelma. He näyttävät kykene-
mättömiltä luomaan mielikuvan, joka kytkisi sanat sopivaan matemaattiseen ilmaisuun.
Hart tutki, miten kuudesluokkalaisille annettujen tehtävien muokkaaminen heille tuttui-
hin tilanteisiin vaikutti oppimistuloksiin. Esimerkiksi oppikirjojen tehtävissä esiintyvien
henkilöiden personoiminen tuotti paremmat tulokset kuin pelkät kirjojen tehtävät. (Hart,
1996.)
Pelkästään yksinkertaisilla sanallisilla tehtävillä, jotka on tarkoittettu mekaanisten teh-
tävien harjoitteluun, on vaikeampi oppilaille opettaa "syvällisempää ongelmanratkaisua ja
tilannemallin luomisen tärkeyttä" (Lehtinen, 2013, 3). Siksi opetuksessa tulee käyttää mo-
nipolvisempia tehtäviä, jotka tulevat todellisista käytännön tilanteista. Oppikirjassa ole-
viin tehtäviin voi lisätä yksityiskohtia, joilla voi monipuolistaa ongelmanratkaisua ja kiin-
nostavuutta. Pienikin määrä syvällisiä tehtäviä riittää oppimiseen, jos niihin keskitytään
kunnolla, kun taas mekaanisia tehtäviä tulee tehdä enemmän oppimisen saavuttamiseksi.
Yhdessä oppilaiden kanssa tehtävien laatiminen on tuottanut myös hyviä kokemuksia. Se
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tuo tilannemallin tärkeyden konkreettisesti esille. (Lehtinen, 2013.)
TIMSS 2011 -koulusaavutustutkimuksessa tutkittiin kahdeksannen luokan oppilaiden
matematiikan osaamista. Tulosten arvioinnissa tehtävät jaettiin prosessialueisiin: tiedot ja
taidot, soveltaminen sekä päättely. Tulosten arvioinnissa soveltaminen määriteltiin siten,
että se on "matemaattisen tietämyksen ja suoritustapojen käyttämistä mitä erilaisimmis-
sa tilanteissa ja ympäristössä" (Kupari ja muut, 2012, 10). Ne voivat oppilaille olla joko
hyvinkin tuttuja ’rutiinitehtäviä’ tai sitten ne voivat vaatia myös "keskenään yhtäpitävien
matemaattisten esitystapojen ymmärtämistä ja tuottamista" (Kupari ja muut 2012, 10).
Soveltamisalueelle sisältyi yksinkertaisia ongelmanratkaisutehtäviä mutta "vaativammis-
sa ongelmanratkaisutilanteissa oppilaat tarvitsevat lisäksi monipuolisia päättelytaitoja"
(Kupari ja muut, 2012. 10). Matematiikan prosessialueista soveltaminen onnistui suoma-
laisoppilailta parhaiten. (Kupari ja muut, 2012.)
3.1.2 Ilmiöpohjainen, monialainen oppiminen
Tällä hetkellä lukioiden opetus on oppiainejakoista. Lähes kaikki aineet opetetaaan eril-
lään, itsenäisesti yliopistojen tieteenalojen mukaan, lukuunottamatta terveystietoa ja elä-
mänkatsomustietoa. Koska maailmamme on yhä monimuotoisempi ja laaja-alaisempi, on
alettu keskustella opetuksen kehittämisestä monialaisempaan suuntaan. Tulevassa ope-
tussuunnitelmassa (2016) pyrkimyksenä on tuottaa ilmiöpohjaista opetusta, jota voi to-
teuttaa monella eri tavoin. Tarkoituksena on käsitellä erilaisia ilmiöitä, joita muuttuvassa
ympäristössämme esiintyy, mahdollisimman monesta eri näkökulmasta. Koulut saisivat
itse valita mitä teemoja he opettaisivat oppilailleen monialaisesti. Niiden täytyy kuiten-
kin kuulua olemassa oleviin oppiaineisiin. Oppitunnit, jotka liittyisivät samaan tematiik-
kaan, muodostaisivat sisällöllisen kokonaisuuden. Tärkeää on, että oppiaineiden sisällöt
linkittyisivät toisiin oppiaineisiin yli oppiainerajojen. (Cantell, 2015.)
Yleissivistystä pidetään tärkeänä asiana, jota oppilaat tulevaisuudessa tarvitsevat yh-
teiskunnassa toimimisessa. Ajatellaan, että oppiainerajat ylittävä opetus antaa oppilaille
paremman yleissivistyksen mitä nykyinen oppiainejakoinen opetus. Osa pelkää, että jääkö
tällöin yhden oppiaineen tiedot kauhean pinnallisiksi eikä niitä ymmärretä tarpeeksi syväl-
lisesti. (Cantell, 2015.) Mutta Rauste-von Wrightin (1994, 48) mukaan pelkän " ’puhtaan
tiedon’ opetteleminen sen laajemmista yhteyksistä ja käyttömahdollisuuksista johtaa – –
vain erillisten tiedon sirpaleiden oppimiseen".
Monialaisille ja ilmiöpohjaisille opinnoille ei ole erikseen varattu aikaa, vaan koulujen
tulee itse sopia mikä on kullekin koululle sopiva ajankohta. Erilaisia teematempauksia
voi järjestää yhdestä päivästä koko vuoden kestäviin projekteihin. Haasteena uudelle ta-
voitteelle onkin aika ja opettajien yhteistyö. Osa opettajista saattaa pelkää myös oman
ammattitaidon riittämättömyyttä. Turvallisinta olisi pysyä vain omassa tutussa aineessa.
Cantellin mukaan monialainen opettaminen onnistuu, jos jokainen opetukseen osallistuva
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työntekijä on siihen aidosti halukas. (Cantell, 2015.)
Yksi haaste monialaiselle opetukselle on myös arviointi. Ilmiöpohjaisen opiskelun ai-
kana tarkastellaan muutosta, joka on tapahtunut oppilaan ajattelussa. Loppuvaiheessa
sitten arvioidaan sitä, miten opiskeluprosessi eteni, mitä oppilaat oppivat ja mitä uutta
luotiin. Arviointi ei perustu siis pelkkään lopputulokseen. Suunnitelmia ja sisältöjä luo-
dessa samalla tulee miettiä miten opetettavat asiat arvioidaan. Kaikkien osallisten pitää
tietää, mitä osaa prosessissa arvioidaan, jotta arviointi olisi "mahdollisimman luotettavaa,
tasapuolista ja toimintaa kehittävää". (Lonka ja muut, 2015, 66.)
Yksi ilmiölähtöisen opiskelun tavoite on myös oppia taitoja, joita tarvitaan työelämäs-
sä ja tulevaiduusen yhteiskunnassa. Esimerkkejä tällaisista taidoista ovat: "ongelmanrat-
kaisukyky, epävarmuuden sietäminen, vuorovaikutustaidot, tiedon jakaminen, lähdekriit-
tisyys ja itsenäinen tiedonhaku". (Lonka ja muut, 2015, 50.) Koulu ei voi opettaa kaikkea
mitä oppilaat tulevaisuudessa tarvitsevat, mutta laaja-alainen ja ilmiöpohjainen opetus
opettaa oppilaat uteliaisuuteen ja tarpeen tullen ottamaan asioista selvää. Jo pelkästään
talousuutisten ymmärtäminen vaatii laaja-alaista tietämystä. (Cantell, 2015.)
Koulutus on tärkeää, koska sillä on osoitettu olevan "voimakas merkitys yksilön tu-
lotasoon, terveyteen, hyvinvointiin ja yhteiskunnalliseen osallistumiseen ja tätä kautta
kansantalouksiin" (Kiuru, 2015, 7).
3.2 Musiikki ja matematiikka tukevat toisiaan
Itä-Suomen yliopiston matematiikan yliopistolehtori Timo Tossavaisen ja kasvatustieteen
professori Antti Juvosen tekemä Vertailututkimus peruskoululaisten ja lukiolaisten kiin-
nostuksesta musiikkiin ja matematiikkaan vahvistaa tietoa siitä, että matematiikan har-
rastamisella on myönteinen vaikutus musiikkiin. Tutkimuksessa saatiin uutta tietoa ma-
tematiikan ja musiikin opiskelumotivaatiosta. Tutkimuksessa tutkittiin lukiolaisten ja pe-
ruskoululaisten kiinnostusta matematiikan opiskelua sekä musiikkia kohtaan ja käsityksiä
näiden oppiaineiden mielekkyydestä, hyödyllisyydestä ja tärkeydestä.
Tutkimukseen osallistui vuonna 2007 ja 2008 poikkeuksellisen laaja määrä oppilaita,
(N=1 654). Se on ensimmäinen Suomessa tehty tutkimus, jossa tutkittiin matematiikan ja
musiikiin opiskelumotivaatiota näin tarkasti. Tutkimus kuuluu kansainväliseen tutkimuk-
seen, jossa tutkitaan opiskelijoiden motivaatiota eri oppiaineissa. Suomessa oppiaineeksi
valittiin siis matematiikka ja musiikki. Tutkimukseen osallistui yli 24 tuhatta opiskelijaa
kahdeksasta eri maasta.
Yhteiskunnan kannalta matematiikkaa pidetään tärkeänä asiana, mutta sitä ei arvos-
teta kovin paljoa verrattuna muihin kouluaineisiin. Musiikkia sen sijaan arvostetaan vä-
hemmän, mutta koulussa se on sousituimpia oppiaineita. Tossavaisen ja Juvosen mukaan
matematiikka kiinnostaa nuoria lähinnä koulussa mutta musiikki koetaan kiinnostavak-
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si koulun ulkopuolella, oppilaiden yksityiselämässä. Sukupuolten välisiä eroja on. Pojat
ovat jonkin verran tyttöjä enemmän kiinnostuneita matematiikasta, kun taas musiikissa
tilanne on päinvastoin. Ylipäänsä nuorille musiikki on oppiaineena matematiikkaa kiin-
nostavampi. Tutkimuksen tuloksien mukaan sekä matematiikan että musiikin kiinnostus
selittyy sillä, kuinka hyödylliseksi ja tärkeäksi oppilaat kokevat kyseiset oppiaineet ja sillä,
minkälainen suhde heillä on niihin. Matematiikkaa kohtaan oleva vahva kiinnostus vah-
vistaa myös myönteistä suhdetta musiikin opiskelua kohtaan. Koulussa matematiikan ja
musiikin kiinnostuksella voidaan selittää aineen opiskelun mielekkyys ja käsitys aineen
tärkeydestä ja hyödyllisyydestä.
Useasti julkisuudessa on keskusteltu musiikin positiivisista vaikutuksista muiden op-
piaineiden opiskeluun, mutta Tossavaisen ja Juvosen tekemän tutkimuksen perusteella
suhde musiikin ja matematiikan osalta toimii myös toisin päin: musiikin opiskelua tukee
matematiikan harrastaminen. Tutkimus kannustaa tukemaan matematiikan harrastamista
koulukontekstin ulkopuolella ja ottamaan huomioon oppilaiden kiinnostuksen musiikkiin
koulun musiikinopiskelussa. (Tossavainen & Juvonen, 2015.)
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Luku 4
Merkintätapoja
Tämän luvun asiat perustuvat äänitekniikan erikoissivuihin, Äänipäähän (Korpinen, 2005a),
Sibelius-akatemian opetussivuihin, Musiikinteoria 1 (Joutsenvirta & Perkiönmäki, 2008)
ja Intonaatio (Mansnerus & Komppa, 2010), Wikipedian oktaaviala -sivuun (2011) se-
kä Aalto-yliopiston matematiikan dosentti Heikki Apiolan artikkeliin Matematiikkaa ja
musiikkia (2009).
4.1 Sävelet ja oktaavialat
Tässä tutkielmassa merkitsen sävelet siten, miten ne on tapana musiikissa esittää. Yksivii-
vainen oktaaviala on sävelestä keski-c 11 puolisävelaskelta ylöspäin säveleen yksiviivainen
h. Nämä sävelet merkitään aina kunkin sävelen nimi yläindeksillä yksi. Esimerkiksi sävel
yksiviivainen g on g1. Kaksiviivainen oktaaviala on taas seuraava oktaaviala yksiviivai-
sesta oktaavialasta. Niitä merkitään sävelen nimi yläindeksillä kaksi, esimerkiksi kaksivii-
vainen c on c2 jne. Yksiviivaista oktaavialaa edeltävä oktaaviala on pieni oktaaviala ja
siihen kuuluvia säveliä merkitään pienillä kirjaimilla. Sitä edeltävä oktaaviala on suuri ja
sen säveliä merkitään isoilla kirjaimilla. Suurta oktaavialaa ennen on kontraoktaavi ja sen
säveliä merkitään isoilla kirjaimilla, joissa alaindeksinä on 1. Esimerkiksi kontra-D mer-
kitään D1. Ylennetyt sävelet merkitään sävelen nimi yläindeksillä ] ja alennetut sävelet
sävelen nimi yläindeksillä [. Esimerkiksi sävel fis merkitään f ] ja sävel ges merkitään g[.
Enharmonisiksi säveliksi kutsutaan säveliä, joiden välillä tasavireisessä virityksessä ei ole
korkeuseroa mutta puhtaassa virityksessä on. Esimerkiksi sävelet cis1 ja des1 ovat enhar-
monisesti samat. Niillä on pianossa sama kosketin, koska piano on viritetty tasaisesti kun
taas esimerkiksi viulussa tai laualessa nämä voidaan tuottaa eri sävelinä. Viritysjärjestel-
miä käsittelen luvussa 5.2.1.
Alla olevasta kuvasta 4.1 nähdään oktaavialojen paikat nuottiviivastolla.
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Kuva 4.1: Oktaavialat subkontrasta 5-viivaiseen (Wikipedia, 2005).
4.2 Intervallit
Intervallien avulla musiikissa ilmaistaan kahden sävelen välinen korkeusero. Jokainen in-
tervalli kertoo näiden kahden sävelen taajuuksien suhteen. Taajuushan, jonka yksikkö on
hertsi (Hz), ilmaisee äänen värähdysten lukumäärän sekunnissa. Mitä matalampi sävel,
sen pienempi taajuus ja vastaavasti mitä korkeampi sävel, sitä suurempi taajuus. Eri in-
tervalleilla on omat nimensä, niitä ovat esimerkiksi priimi, sekunti, terssi, kvartti, kvintti,
seksti, septimi ja oktaavi. Nämä voivat sitten olla pieniä, suuria, ylinousevia tai vähen-
nettyjä. Intervallien nimet tulevat latinan kielen järjestysnumeroista ja ne kertovat meille
kuinka mones duuri- tai molliasteikon sävel intervallin korkeampi sävel on matalammasta
sävelestä.
Jo antiikin kreikan aikana Pythagoras havaitsi joidenkin intervallien suhteet mittai-
lemalla kielisoittimen kielen pituutta. Kun kielen pituutta lyhennettiin puoleen, äänen
taajuus kaksinkertaistui. Siten saatiin tuotettua oktaavia korkeampi sävel.
4.2.1 Luonnonpuhtaiden intervallien taajuuksien suhteet
Esittelen tämän tutkielman kannalta hyödyllisten luonnonpuhtaiden intervallien taajuuk-
sien suhteet. Ne ovat yksinkertaisia kokonaislukusuhteita: priimi on 1 : 1, pieni sekunti
16 : 15, sekunti 9 : 8, pieni terssi 6 : 5, terssi 5 : 4, kvartti 4 : 3, kvintti 3 : 2, seksti
5 : 3, septimi 15 : 8 ja oktaavi 2 : 1. Nämä suhdeluvut perustuvat yläsävelsarjaan. Niitä
käsittelen luvuissa 5.1.1 ja 5.2.1.
Kuva 4.2: D-duuriasteikon intervallit nuottiviivastolla (Yle, 2008).
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Luku 5
Lukujonot
Lukion opetussunnitelmaan (2003) kuuluu aritmeettinen, geometrinen ja rekursiivinen
lukujono. Tässä tutkielmassa käydään läpi vain aritmeettinen ja geometrinen lukujono.
Tämän luvun asiat perustuvat lukion pitkän oppimäärän yhdeksännen kurssin oppi-
kirjaan Pitkä matematiikka, Trigonometriset funktiot ja lukujonot (Kangasaho ja muut,
2014), Sibelius-akatemian musiikinteorian lehtori Aarre Joutsenvirran opetusmateriaaliin
Akustiikan perusteet (2007) ja Osaääneistö (2009), muusikko Matti Takalan artikkeliin Vi-
rittämisen teoriasta ja käytännöstä (2013), Antti Karvosen Äänioppi 1 -sivustoon (2010)
sekä wikipedian Intervalli -sivuun (2015) ja Viritysjärjestelmä -sivuun (2012). Kappa-
leen Viritysjärjestelmä 5.2.1 asiat perustuvat lisäksi Tapani ja Jaani Länsiön artikkeliin
Termiitti: Tasavireisyys (2013), Harry F. Olsonin teokseen Music, Physics and enginee-
ring (1967) sekä yliopistofysiikan kurssikirjaan Randall D. Knightin teokseen Physics for
scientists and engineers (2008).
5.1 Aritmeettinen lukujono
Lukujono, jonka peräkkäisten jäsenten erotus on aina sama, on aritmeettinen jono.
Toisin sanoen, jos on olemassa luku d siten, että
(5.1.1) an+1   an = d
kaikilla n 2 N, niin lukujono a1, a2, a3, a4, . . . on aritmeettinen.
Aritmeettisen jonon n. jäsen saadaan lisäämällä ensimmäiseen jäseneen n  1 kappa-
letta lukuja d, eli
(5.1.2) an = a1 + (n  1)d.
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Esimerkki 5.1.3. Lukujono 2, 4, 6, 8, . . . on aritmeettinen. Määritä luku d ja laske jonon
11. jäsen.
Ratkaisu: Peräkkkäisten jäsenten erotus d saadaan kaavasta 5.1.1
d = an+1   an
d = 8  6
d = 2
Lukujonon 11. jäsen saadaan laskettua kaavasta 5.1.2
an = a1 + (n  1)d
a11 = 2 + 10 · 2
a11 = 2 + 20
a11 = 22
Vastaus: d = 2, a11 = 22
5.1.1 Osaääneistö
Kaikki mahdolliset äänet koostuvat monista eri taajuuksista. Ne ovat siniaallon muotoi-
sia värähtelyitä eli osaääneksiä. Ääni, joka on tuotettu akustisella soittimella tai laulaen,
koostuu perustaajuudesta sekä ylä-ääneksistä. Ainoastaan yhtä taajuutta f voidaan syn-
nyttää vain teknisesti. Perustaajuus f on matalin ääni, jolla on suurin aallopituus. Se
on myös se sävelkorkeus, jonka aistimme. Ylä-äänekset ovat perustaajuuden f kokonais-
lukukerrannaisia 2f , 3f , 4f , 5f . . . ja niistä perustaajuuden kanssa syntyy harmoninen
osaääneistö. Muita nimityksiä osaääneistölle ovat yläsävelsarja ja luonnonsävelsarja. Osa-
ääneistö muodostaa soittimen sointivärin ja teoriassa se "jatkuu loputtomiin aina piene-
nevin intervallein" (Joutsenvirta A., 2007, 6).
Aistittu sävelkorkeus on siis ensimmäinen osaäänes, johon korvamme huomio kiinnit-
tyy (esim. kuvassa 5.1 sävel C). Muut osaäänekset kuullaan paljon hiljaisempina, joita
pystyy vain harjaantumisen kautta erottamaan. Toinen osaäänes soi puhtaan oktaavin
korkeammalta kuin ensimmäinen osaäänes. Se on taajuudeltaan kaksinkertainen ensim-
mäiseen osaäänekseen nähden. Toisen osaääneksen voi erottaa samaan aikaan soittimen
sointivärissä. Esimerkiksi huilistit pystyvät tuottamaan tätä toista osaäänestä soittamal-
la ylipuhalluksen, vaikka ote huilusta onkin sama. Kolmas osaäänes on puhtaan kvintin
päässä toisesta osaääneksestä. Se on taajuudeltaan kolminkertainen perustaajuuteen näh-
den. Osaäänekset neljäs, viides ja kuudes ovat luonnonpuhtaan duurikolmisoinnun säve-
let. Seitsemäs osaäänes on pienen terssin päässä kuudennesta osaääneksestä. Se on tasa-
vireiseen asteikkoon, jonka käsittelemme luvussa 5.2.1, verrattuna huomattavan matala.
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Kuva 5.1: Harmonisen osaääneistön ensimmäiset 16 jäsentä lähtien sävelestä C (Harju,
2012).
Kahdeksas osaäänes on taas kahdeksankertainen perustaajuuteen nähden. Se on kolme ok-
taavia korkeampi kuin perustaajuus. Yläsävelsarjassa kaikkien peräkkäisten osaäänesten
taajuuksien erotus on yhtä suuri.
Tutkitaan yläsävelsarjaan liittyviä äänifunktioita. Äänifunktio esitellään vasta luvussa
6.3, mutta voimme silti jo tarkastella miltä yläsävelsarjan eri osaäänesten aaltofunktiot
näyttävät.
Taulukko 5.1: Yläsävelsarjan osaäänesten aaltofunktioita ensimmäisestä kahdeksanteen.
Taulukossa 5.1 ensimmäisessä sarakkeessa ylimpänä on yläsävelsarjan ensimmäinen
osaäänes, jolla on siis matalin taajuus f . Toiseksi ylimmässä kuvassa on toinen osaäänes,
jossa taajuus on kaksinkertainen perustaajuuten nähden. Nähdään, että ääni värähtelee
tuplasti ylimpään ääneen nähden. Toiseksi alimmassa kuvassa ääni värähtelee kolminker-
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taisesti ensimmäiseen perustaajuuteen nähden ja niin edelleen.
Saamme samat kuvat aikaan, jos tarkastelemme värähtelevää kieltä, joka on kiinnitet-
ty molemmista päistä. Tällöin solmukohdat ovat kielen päissä ja niitä muodostuu myös
kielen päiden väliin tasaisesti yläsävelien soidessa. Koska kielen päät ovat kiinnitetty, kie-
leen voi muodostua vain kokonaisia kupuja eli aallonpuolikkaita solmukohtien väliin. Mitä
enemmän kupuja, sen suurempi taajuus. Tämä selittää yläsävelsarjan synnyn ja sen miksi
osaäänekset ovat perustaajuuden monikertoja. Kieli on hyvä esimerkki seisovasta aalto-
liikkeestä, joka syntyy kun kaksi vastakkaisiin suuntiin etenevää aaltoliikettä kohtaavat.
Seisovassa aaltoliikkeessä solmukohdat ovat paikallaan. Kielen värähdellessä voimme ha-
vaita, että se värähtelee muutenkin kuin vain perustaajuudella, jossa solmukohdat ovat
vain kielen päissä.
Esimerkki 5.1.4. Yläsävelsarjan osaääneistön taajuudet muodostavat aritmeettisen lu-
kujonon. Soitamme sävelen suuri C, jonka taajuus on 65,4 Hz. Mitkä ovat jonon jäsenet
ensimmäisestä kuudenteen? Entä niitä vastaavat sävelet? Kuinka mones jäsen on sävel d2,
jonka taajuus on 588,6 Hz?
Ratkaisu: Perustaajuus on jonon ensimmäinen jäsen. Seuraavat taajuudet ovat perus-
taajuuden kokonaislukukerrannaisia.
a1 = 65, 4
a2 = 2 · 65, 4 = 130, 8
a3 = 3 · 65, 4 = 196, 2
a4 = 4 · 65, 4 = 261, 6
a5 = 5 · 65, 4 = 327
a6 = 6 · 65, 4 = 392, 4
Kaavasta: an+1an =
n+1
n saadaan peräkkäisten jäsenten suhteet, joiden avulla voidaan rat-
kaista taajuksia vastaavat sävelet. Esimerkiksi
a2
a1
=
2
1
Koska toisen jäsenen suhde ensimmäiseen jäseneen on 2 : 1, niin toinen jäsen on oktaavin
päässä ensimmäisestä jäsenestä. Nyt ensimmäisen jäsenen taajuutta vastaava sävel oli C,
joten toisen jäsenen taajuutta vastaava sävel on c. Sama tehdään muillekkin peräkkäisille
jäsenille ja luonnonpuhtaiden intervallien (ks. kappale 4.2.1) avulla määritetään taajuuksia
vastaavat sävelet.
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Yllä olevasta kaavasta näemme, että kolmannen jäsenen suhde toiseen jäseneen on
3 : 2, joten kolmannen jäsenen taajuutta vastaava sävel on puhtaan kvintin päässä toisen
jäsenen taajuutta vastaavasta sävelestä. Eli taajuutta 196, 2 vastaava sävel on g. Neljän-
nen jäsenen suhde kolmanteen jäseneen on vastaavasti 4 : 3, jolloin sitä vastaava sävel
kvartin päässä sävelestä g. Eli neljäs jäsen on c1. Viidennen jäsenen suhde edelliseen jäse-
neen on taas 5 : 4, joten se on on suuren terssin päässä edellisestä jäsenestä. Saatu sävel
on siis e1. Kuudennnen jäsenen taajuutta vastaava sävel on g1, koska sen suhde edelliseen
jäseneen on 6 : 5, joka on pienen terssin suhdeluku.
Jonon n. jäsen on 588, 6. Kaavasta 5.1.2 saadaan ratkaistua n
an = a1 + (n  1)d
588, 6 = 65, 4 + (n  1)65, 4
588, 6 = 65, 4n
n =
588, 6
65, 4
n = 9
5.2 Geometrinen lukujono
Geometrinen jono on lukujono, jonka jokaisen jäsenen suhde edelliseen jonon jäseneen on
yhtä suuri.
Toisin sanoen, jos on olemassa luku q siten, että
(5.2.1)
an+1
an
= q
kaikilla n 2 N, niin lukujono a1, a2, a3, a4, . . . on geometrinen.
Geometrisen jonon n. jäsen an saadaan kertomalla ensimmäinen jäsen n   1 kertaa
luvulla q, eli
(5.2.2) an = qn 1a1.
Esimerkki 5.2.3. Lukujono 2, 4, 8, 16, 32 . . . on geometrinen. Määritä luku q. Laske jo-
non 15. jäsen.
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Ratkaisu: Jonossa aina seuraavan jäsenen suhde edelliseen jäseneen saadaan laskettua
kaavasta 5.2.1
q =
an+1
an
q =
16
8
q = 2
Lukujonon 15. jäsen saadaan laskettua kaavasta 5.2.2
an = q
n 1a1
a15 = 2
14 · 2
a15 = 16384 · 2
a15 = 32768
Vastaus: q = 2, a15 = 32768
5.2.1 Viritysjärjestelmä
Viritysjärjestelmiä on erilaisia ja tässä tutkielmassa esittelen niistä puhtaan ja pytha-
goralaisen viritysjärjestelmän sekä tasavireisyyden. Viritysjärjestelmä perustuu matema-
tiikkaan ja se on tapa, jolla määrätään sävelten tarkat korkeudet sekä niiden etäisyydet
toisistaan.
Puhdas viritys
Puhtaassa viritysjärjestelmässä intervallit ovat yksinkertaisia kokonaislukusuhteita, jot-
ka perustuvat luonnon omaan yläsävelsarjaan. Yläsävelsarjan osaäänekset muodostavat
intervalleja (ks. kuva 5.1), joiden suhteet riippuvat siitä kuinka monentena intervallin
sävelet ovat yläsävelsarjassa. Tämä johtuu siitä, koska yläsävelsarjan ylä-äänekset ovat
perustaajuuden f monikertoja 2f , 3f , 4f , 5f . . . , niin kuin luvussa 5.1.1 jo mainitsin.
Puhtaan virityksen duuriasteikko (esim. c-duuri) saadaan tutkimalla c-duurista löyty-
viä kolmisointuja, jotka ovat:
C, E ja G
F, A ja C
G, H ja D
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Yläsävelsarjassa kolmisoinnun muodostavat neljäs, viides ja kuudes osaäänes, joiden suh-
teet ovat 4 : 5 : 6. Jos merkitsemme sävelen c1 taajuutta kirjaimella f , niin sävel e1 = 54f
ja sävel g1 = 64f =
3
2f . Koska sävelen h
1 suhde säveleen g1 on 54 , niin sävel h =
15
8 f .
Sävelen d2 suhde säveleen g1 on 32 , jolloin d
2 = 94f . Jaamme suhteen kahdella, kos-
ka haluamme sävelen d2 samaan oktaavialaan muiden kanssa. Tällöin d1 = 98f . Meiltä
puuttuu enää c-duurisasteikosta sävelet f 1 ja a1, jotka saamme sävelestä c2 = 2f . Nyt
a1 = 56c
2 = 56 · 2f = 53f ja f 1 = 45a1 = 45 · 53f = 45f . Näin saimme muodostettua puh-
taan virityksen duuriasteikon kaikki sävelet. Tähän perustuu myös intervallien kokonais-
lukusuhteet, jotka olen esittänyt luvussa 4.2.1.
Laulaessa tai soittaessa soitinta, jossa sävelkorkeus on mahdollista säätää portaatto-
masti (esim. viulussa), puhdas viritys on mahdollista. Kiinteävireisillä soittimilla kuten
pianolla joudutaan aina epävireisen ongelman eteen. Ne ongelmat esitän seuraavassa kah-
dessa kappaleessa.
Pythagoralainen viritys
Seuraavassa kuvassa 5.2 on kvinttiympyrä, jossa vierekkäiset sävelet ovat aina kvintin
päässä toisistaan. Tämä kuva helpottaa hahmottamaan esitystä pythagoralaisesta viri-
tysjärjelmästä.
Kuva 5.2: Kvinttiympyrä
Pythagoralaisessa virityksessä diatoninen asteikko, eli seitsensävelinen asteikko, joka
muodostuu viidestä kokosävelaskeleesta ja kahdesta puoliaskeleesta, muodostetaan puh-
taiden kvinttien avulla. Tiedetään, että puhtaan kvintin suhdeluku on 3 : 2.
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Voimme valita lähtökohdaksi esimerkiksi sävelen c1. Kvintin päässä oleva sävel on
g1. Siitä taas kvintin päässä oleva sävel on d2. Koska sävelten g1 ja c1 suhdeluku on
3 : 2 ja sävelten d2 ja g1 suhdeluku on 3 : 2, niin sävelten d2 ja c1 suhdeluku on 9 : 4.
Haluamme saada kaikki sävelet samaan oktaavialaan, joten siirrämme sävelen d2 oktaavia
matalemmas säveleen d1. Tällöin sävelien d1 ja c1 suhde on 9 : 8, koska sävelen d2 suhde
säveleen d1 oli 2 : 1.
Kvintin päässä sävelestä d1 on sävel a1. Sävelen a1 suhde säveleen c1 on 27 : 16.
Sävelestä a1 kvintin päässä on sävel e2 ja siirretään se oktaavia alemmas, kun haluamme
sen samaan oktaavialaan. Nyt sävelten e1 ja c1 suhdeluku on 81 : 64. Sävelestä e1 kvintin
päässä oleva sävel on h1. Sävelten h1 ja c1 suhdeluku on 243 : 128. Diatonisesta asteikkosta
puuttuu vielä sävel f 1 ja se saadaan muodostettua sävelestä c1 kvintti alaspäin. Saatu
sävel on pieni f . Sävelten c1 ja f suhdeluku on 3 : 2. Siirrämme taas sävelen f samaan
oktaavialaan muiden kanssa niin saamme sävelten f 1 ja c1 suhdeluvuksi 4 : 3.
Näin saamme muodostettua diatonisen asteikon seitsemän säveltä (c1, d1, e1, f 1, g1,
a1 ja h1), jotka ovat pythagoralaisesti viritetyn duuriasteikon sävelet. Pythagoralaisessa
virityksessä tulee ongelmaksi se kun viritämme 12 peräkkäistä kvinttiä, saamme säve-
len, joka kasvaa puhtaaseen viritykseen verrattuna. Tätä eroa kutsutaan Pythagoraan
kommaksi ja se häiritsee jo musiikillisesti kehittymätöntäkin korvaa. Keskiajalla yksi syy
erilaisten viritystapojen pohtimiseen oli juuri tämä Pythagoraan komma. Pythagoralai-
nen viritysjärjestelmä oli jo antiikin aikana käytössä keskiajan yli, joten sen merkitys on
historiallisesti suuri.
Seuraavassa kuvassa 5.3 on kvinttiympyrä, johon on merkattu sävelet kvintin välein
lähtien sävelestä C vain ylöspäin.
Kuva 5.3: Kvinttiympyrä
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Esimerkki 5.2.4. Laske Pythagoraan komma, kun lähtösävel on keski-c, jonka taajuus
on 261, 6 Hz. Kuinka suuri osa tämä komma on luonnonpuhtaasta puolisävelaskeleesta?
Ratkaisu: Kvintit muodostavat geometrisen lukujonon, jonka suhdeluku q = 32 = 1, 5.
Jonon ensimmäinen jäsen on a1 = 261, 6. Kuvan 5.3 mukaan 12 kvintin päässä lähtösä-
velestä oleva sävel on his7, joka on jonon 13. jäsen. Tämä saadaan laskettua kaavasta
5.2.2
a13 = q
12a1
a13 = 1, 5
12 · 261, 6
a13 = 33941, 642
Voimme päätyä sävelen his7 kanssa enharmoniseen säveleen c8 myös siten, jos viritämme
seitsemän oktaavia ylöspäin lähtösävelestä. Oktaavit muodostavat geometrisen lukujonon,
jonka peräkkäisten jäsenten suhdeluku q = 21 . Jonon ensimmäinen jäsen on k1 = 261, 6 ja
jonon kahdeksas jäsen eli sävelen c8 taajuus saadaan laskettua kaavasta 5.2.2
k8 = 2
7 · 261, 6
k8 = 33484, 8
Pythagoraan komma on jäsenten a13 ja k8 suhde:
a13
k8
=
1, 512 · 261, 6
27 · 261, 6
a13
k8
= 1, 01364327
Huom! Komma on aina yhtä suuri riippumatta lähtösävelestä, koska lähtösävelen taa-
juudet supistuvat suhteesta pois.
Lasketaan kuinka suuri osa tämä komma on puolisävelaskeleesta. Luonnonpuhtaan
puolisävelaskeleen, eli pienen sekuntin, suhdeluku on 16 : 15. Sävelestä c8 puolisävelaske-
leen päässä oleva sävel on cis8, joka saadaan laskettua puhtaiden oktaavien avulla saadusta
jäsenestä k8
cis8 =
16
15
· k8
cis8 =
16
15
· 33484, 8
cis8 = 35717, 12
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Koska taajuudet käyttäytyvät geometrisen jonon tavoin, täytyy komman vertaus puo-
lisävelaskeleeseenkin tehdä geometrisen jonon avulla. Emme voi vain vertailla sävelten
etäisyyksiä toisistaan vaan meidän tulee tarkastella niiden suhteita. Voidaan ajatella, et-
tä taajuudet tämän puolisävelaskeleen sisällä muodostavat geometrisen jonon, jonka suh-
deluku on Pythagoraan komma a13k8 . Olkoon jonon ensimmäinen jäsen sävelen c
8 taajuus
n1 = k8 ja toinen jäsen sävelen his7 taajuus n2 = a13k8 · k8 = a13. Kun jonon ensimmäis-
tä jäsentä k8 kerrotaan k kappaleella kommia päädytään säveleen cis8. Tällöin voidaan
ratkaista luku k, jonka käänteisluku kertoo meille komman osuuden puolisävelaskeleesta.
✓
a13
k8
◆k
· k8 = cis8✓
1, 512
27
◆k
· k8 = 16
15
· k8✓
1, 512
27
◆k
=
16
15
k =
lg 1615
lg 1,5
12
27
k ⇡ 4, 762627
Eli komman osuus puolisävelaskeleesta on 1k =
1
4,762627 ⇡ 15
Kvinttien avulla muodostettu sävel on noin 1/5-puolisävelaskeleen korkeampi kuin ok-
taavien avulla muodostettu sävel.
Vastaus: Komma on 1, 01364327, noin 1/5 -puolisävelaskelta
Tasavireisyys
1700-luvun alkupuolella viritysjärjestelmien kehittelyn seurauksena syntyi tasaviresyys,
jota edelleenkin käytetään länsimaisessa musiikissa. Tasavireisessä viritysjärjestelmässä
oktaavi on jaettu 12 puolisävelaskeleeseen. Tasavireisyydessä jokainen intervalli on hie-
man epäpuhdas, oktaavia lukuunottamatta. Meidän korvamme on kuitenkin tottunut
tähän epäpuhtauteen muutaman vuosisadan aikana. Tasavireisyyden ansiosta sävellajin
vaihtaminen tuli mahdolliseksi, mikä oli haasteellista esimerkiksi pythagoralaisen viritys-
järjestelmän aikana. Soittimista muun muassa piano ja kitara viritetään tasavireisesti.
Tiedämme, että taajuus aina kaksinkertaistuu oktaavin päässä soitetusta sävelestä.
Näin ollen, jos soitetun sävelen taajuus on f , niin oktaavin päässä olevan sävelen taa-
juus on 2f . Merkitään puolisävelaskeleen päässä olevien sävelten taajuuksien suhdetta
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kirjaimella R. Nyt fR12 = 2f . Tällöin puolisävelaskeleen päässä olevien sävelten taajuuk-
sien suhde on R = 12
p
2 ⇡ 1, 05946. Esimerkiksi kvintin päässä olevien taajuuksien suhde
12
p
27 ⇡ 1, 49831, joka poikkeaa hieman puhtaasta kvintistä 32 = 1, 5.
Seuraavassa esimerkissä kyseessä on teoreettinen piano. Käytännössä pianon kielten
pituudet eivät muodosta geometrista jonoa, vaan kielen taajuuteen pitää vaikuttaa myös
kielen paksuudella ja kireydellä.
Esimerkki 5.2.5. Erään pianon kielten pituudet puolisävelaskelittain muodostavat geo-
metrisen jonon niin, että oktaavia alemman sävelen kielen pituus on aina kaksinkertainen.
Yksiviivaisen a-sävelen kielen pituus on 42 cm. Kuinka pitkä yksiviivainen c-sävelen kieli
on?
Ratkaisu: Tapa 1. Merkitään yksiviivaisen a-kielen pituutta kirjaimella La1 ja yksiviivai-
sen c-kielen pituutta kirjaimella Lc1 . Nyt säveltä a1 oktaavia matalamman sävelen kielen
pituus on La = 2La1 = 2 · 42 = 84 cm. Peräkkäisten kielten pituuksien suhde q = 12
q
1
2 .
Koska c1 on kolmas sävel sävelestä a, niin sävelen c1 kielen pituus on
Lc1 = q
3LA =
 
12
r
1
2
!3
84 ⇡ 71.
Tapa 2. Lasketaan kielten pituuksia sävelstä a1 alaspäin. Tällöin peräkkäisten kielten
pituuksien suhde on q = 12
p
2. Sävel c1 on 9. jäsen sävelestä yksiviivainen a1. Kielen c1
pituus on
Lc1 = q
9La1
Lc1 =
⇣
12
p
2
⌘9
42
Lc1 ⇡ 71.
Vastaus: 71 cm.
Esimerkki 5.2.6. Paljonko tasavireinen pieni sekunti eroaa luonnonpuhtaasta pienestä
sekuntista?
Ratkaisu: Koska pieni sekunti koostuu yhdestä puolisävelaskeleesta, merkitään sen ma-
talampi sävel jonon ensimmäiseksi jäseneksi a1 = f ja korkeampi sävel jonon toiseksi
jäsenenksi a2 = q · f . Tasavireisen puolisävelaskeleen suhdeluku q = 12
p
2. Toinen jäsen on
a2 = q · f
a2 =
12
p
2 · f
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Puhtaassa virityksessä pienen sekuntin ylempi sävel saadaan alemmasta sävelestä f ker-
tomalla se luvulla 1615 . Eli ylemmän sävelen taajuus on
16
15 · f .
Kun tasavireisen puoliaskeleen suhdelukua kerrotaan k kappaletta itsellään, saadaan
luonnonpuhtaan puolisävelaskeleen suhdeluku.⇣
12
p
2
⌘k
=
16
15
lg
⇣
12
p
2
⌘k
= lg
16
15
k · lg 12p2 = lg 16
15
k =
lg 1615
lg 12
p
2
k = 1, 117312853
Tasavireinen pieni sekunti on 1k =
1
1,12 -osaa luonnonpuhtaasta pienestä sekuntista.
Käytännössä tätä eroa on mahdotonta havaita, ellei kuuntelijalla ole absoluuttinen sävel-
korva.
Esimerkki 5.2.7. Miia virittää alttoviulunsa sävelen a1 = 442 hertsin mukaan puhtaiden
kvinttien avulla. Kuinka paljon matalimman kielen (sävel c) taajuus eroaa pianon samas-
ta sävelestä, joka on virittetty tasaisesti?
Ratkaisu:Alttoviulun kielien taajuudet muodostavat geometrisen jonon, jonka suhdeluku
q = 2/3. Alttoviulussa on neljä kieltä, joiden taajuudet ovat geometrisen jonon jäsenet.
Olkoon jonon ensimmäinen jäsen alttoviulun korkeimman kielen a1 taajuus a1 = 442.
Toinen kieli on kvintin alempana, eli a2 = 23 · 442. Kolmas kieli on taas kvintin edellisestä
kielestä matalampana, eli a3 =
 
2
3
 2 · 442 ja matalimman kielen c taajuus on jonon neljäs
jäsen a4 =
 
2
3
 3 · 442 = 130, 96296.
Pianossa puolisävelaskeleet on viritetty tasaisesti. Nyt koska mennään korkeammasta
sävelestä matalampaan säveleen tasavireisen puolisävelaskeleen suhdeluku on 12
q
1
2 , mer-
kitään sitä kirjaimella r (oktaavia matalamman sävelen taajuus puolittuu). Sävel c on 21
puolisävelaskeleen päässä sävelestä a1. Jos jonon ensimmäinen jäsen k1 = 442, niin sävel
c, eli jonon 22. jäsen saadaan laskettua kaavasta 5.2.2
k22 = r
21 · 442
k22 =
 
12
r
1
2
!21
· 442
k22 = 131, 407386
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Lasketaan paljonko alttoviulun kielen c taajuus eroaa pianon sävelen c taajuudesta:
k22
a4
=
⇣
12
q
1
2
⌘21
· 442 
2
3
 3 · 442
k22
a4
=
⇣
12
q
1
2
⌘21
 
2
3
 3
k22
a4
⇡ 1, 003393503 ⇡ 1, 0034
Vastaus: Pianon sävelen c taajuuden ja alttoviulun kielen c taajuuden suhdeluku on
1, 0034
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Luku 6
Trigonometriset funktiot
Tutkielmassani esitellään trigonometrisistä funktioista sinifunktio ja kosinifunktio. Tan-
genttifunktio jätetään kokonaan käsittelemättä. Tämän luvun asiat perustuvat lukion pit-
kän oppimäärän yhdeksännen kurssin oppikirjaan Pitkä matematiikka, Trigonometrisen
funktiot ja lukujonot (Kangasaho ja muut, 2014), MAOL-taulukoihin (2000), ääniteknii-
kan erikoissivuihin, Äänipäähän (Korpinen, 2005b), Matti Karjalaisen teokseen Hieman
akustiikkaa (2002), Turun yliopiston fysiikan professori Pekka Malmin luentomuistiinpa-
noihin sekä yliopistofysiikan peruskurssien kurssikirjaan Randall D. Knight: Physics for
scientists and engineers (2008).
6.1 Sinifunktio
Kuva 6.1: Yksikköympyrä
Kuvasta 6.1 nähdään, että kulman ↵ sini on yksikköympyrälle piirretyn pisteen (x, y)
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y-koordinaatti, joka muuttuu pisteen (x, y) liikkuessa ympyrän kehää pitkin. Sinifunktio
on jaksollinen funktio ja sen arvot muuttuvat kulman ↵ muuttuessa. Sinifunktion jakso
on 2⇡ ja se voi saada arvoja väliltä [ 1, 1].
Sinifunktio on jatkuva funktio ja se on määritelty koko reaalilukujen joukossa. Seuraavassa
kuvassa 6.2 näkyy sinifunktion f(x) = sinx, x 2 R kuvaaja.
Kuva 6.2: Funktion f(x) = sinx kuvaaja.
6.1.1 Äänifunktio
Monia harmonisia jaksollisia ääniaaltoja kuvataan sinifunktiolla. Käytännössä vain harva
ääni on täysin puhdasta siniaaltoa. Kaikista parhain esimerkki puhtaasta siniaallosta voisi
olla vihellys (Romanowski, 2002). Kuitenkin täysin puhdasta siniaaltoa voidaan synnyttää
vain elektronisesti.
Fysiikassa sinimuotoinen aaltofunktio on
(6.1.1) D = A sin(kx+ !t)
missä A on amplitudi eli äänen voimakkuus ja aaltoluku k = 2⇡  , missä   on aallonpituus.
Muuttuja x kertoo äänen vastaanottajan paikan x-akselilla. Kulmataajuudesta ! = 2⇡f
saadaan soivan äänen taajuus f ja muuttuja t on aika. Laskujen yksinkertaistamisek-
si oletamme, että äänen vastaanottaja on origossa x = 0, jolloin äänifunktion voimme
kirjoittaa sievempään muotoon. Seuraavassa määritelmässä 6.1.2 kaavan 6.1.1 termi !t
merkitään muutujalla x.
Määritelmä 6.1.2. Äänifunktio on
(6.1.3) D(x) = Asin(x), x 2 R
missä A on amplitudi, joka on aallon suurin poikkeama x-akselista.
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Kuva 6.3: Äänifunktio f(x) = Asinx
6.2 Kosinifunktio
Kuvasta 6.1 nähdään, että kulman ↵ kosini on yksikköympyrälle piirretyn pisteen (x, y)
x-koordinaatti, joka muuttuu pisteen (x, y) liikkuessa ympyrän kehällä.
Kosinifunktio on lähes identtinen sinifunktion kanssa, mutta niillä on ⇡2 :n suuruinen
vaihe-ero. Kosinifunktio on jatkuva ja se voi saada arvoja väliltä [ 1, 1]. Kosinifunktion
perusjakso on 2⇡. Seuraavassa kuvassa 6.4 on funktion f(x) = cosx, x 2 R kuvaaja.
Kuva 6.4: Funktion f(x) = cosx kuvaaja.
6.3 Funktioiden summautuminen
Tässä kappaleessa tutkitaan sitä, miltä erilaiset siniaallot näyttävät, kun ne soivat samaan
aikaan. Esimerkeissä oletamme, että soittajat tuottavat vain soitetun äänen perustaajuut-
ta.
Esimerkki 6.3.1. Liisa ja Pirjo soittavat sellojaan samalla taajudella, mutta Pirjo soittaa
voimakkaammin kuin Liisa. Olkoon Liisan äänifunktio f(x) = sinx ja Pirjon äänifunktio
g(x) = 2sin(x). Määritä näiden funktioiden summafunktio f(x) + g(x). Piirrä summa-
funktion f(x)+ g(x) ja funktioiden f(x) ja g(x) kuvaajat samaan koordinaatistoon. Mitä
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havaitset tuotetusta yhteisäänestä ?
Ratkaisu: Summafunktio on
f(x) + g(x) = sinx+ 2sinx = 3sinx
Kuva 6.5: Funktioiden f(x) = sinx, g(x) = 2sinx ja f(x) + g(x) = 3sinx kuvaajat.
Yllä olevasta kuvasta 6.5 näemme, että äänenvoimakkuus kasvaa, mutta funktion taajuus
pysyy samana.
6.3.1 Desibelin riippuvuus amplitudista
Äänenvoimakkuutta ilmaistaan desibeleinä (dB). Desibeliasteikossa ihmisen kuulokynnys
on 0 dB ja kipukynnys 120 dB. Seuraava kaava 6.3.2 kertoo miten saadaan laskettua
äänenvoimakkuus desibeleinä ääniaallon amplitudista A2 johonkin vertailukohteeseen A1
nähden. Akustiikassa amplitudi ilmaisee äänifunktion värähdyslliikkeen laajuutta, eli ää-
nifunktion korkeimman ja matalimman arvon etäisyyttä jaettuna kahdella (ks. kuva 6.3).
Äänen amplitudilla tarkoitetaan tasapainoasemasta poikkeavaa paine-eroa, jonka äänen
aiheuttama ilmamassan värähtely saa aikaan. Kun amplitudi eli paine kaksinkertaistuu,
saadaan äänenvoimakkuuteen 6 desibelin lisäys. 1
(6.3.2) L = 20lg
A2
A1
[dB]
1Ihmisen korva kokee kuitenkin äänenvoimakkuuden kaksinkertaistuvan vasta kun äänenvoimakkuus
kasvaa 10 dB.
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Esimerkki 6.3.3. Laske kaavasta 6.3.2 kuinka paljon edellisen esimerkin 6.3.1 summaää-
nen äänenvoimakkuus kasvaa verrattuna Liisan ja Pirjon soittamiin ääniin. Käytä tuloksia
apuna laskeaksesi Pirjon ja Liisan soittamien äänien voimakkuuksien erotus.
Ratkaisu: Summafunktion amplitudi A2 = 3 ja Liisan soittaman äänifunktion amplitudi
A1 = 1. Summaäänen äänenvoimakkuus on
L = 20lg
3
1
⇡ 9, 5
desibeliä voimakkampi kuin Liisan soittaman äänen voimakkuus. Pirjon soittamaan ää-
neen, jonka amplitudi A1 = 2, verrattuna summaääni soi
L = 20lg
3
2
⇡ 3, 5
desibeliä voimakkaampana. Tällöin Pirjon sellon äänenvoimakkuus on 9, 5  3, 5 = 6 de-
sibeliä voimakkaampi kuin Liisan sellon äänenvoimakkuus.
Vastaus: 9, 5 dB, 3, 5 dB ja 6 dB
Esimerkki 6.3.4. Vanessa ja Pyry soittavat huilujaan samalla otteella yhtä voimakkaas-
ti. Vanessa soittaa äänen perustaajuutta ja Pyry soittaa ylipuhalluksella yläsävelsarjan
toisen osaääneksen. Miltä näyttää tuotetun yhteisäänen kuvaaja? Entä silloin, jos Matias
tulisi mukaan soittamaan samalla otteella ja samalla voimakkuudella, mutta yläsävelsar-
jan kolmatta osaäänestä?
Ratkaisu:
Kuva 6.6: Vanessan ja Pyryn tuottama yhteisääni.
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Kuva 6.7: Vanessan, Pyryn ja Matiaksen tuottama yhteisääni.
6.3.2 Huojunta
Kahden lähes samantaajuisen sävelen soidessa, kuullaan äänenvoimakkuuden vaihtelua
kovasta hiljaiseen ja päinvastoin jaksoittain. Tätä ilmiötä kutsutaan huojunnaksi. Sitä
voi havaita esimerkiksi soitinta virittäessä.
Tarkastellaan kahta eri taajuuden omaavaa ääniaaltoa. Oletetaan että aalloilla on sama
amplitudi a, jolloin aallot ovat
(6.3.5)
D1 = a sin x1
D2 = a sin x2
Kun edellämainitut kaksi sinimuotoista ääniaaltoa soivat samaan aikaan, aallot summau-
tuvat ja niiden summaksi saadaan
(6.3.6) D1 +D2 = a(sin x1 + sin x2) = 2a cos

x1   x2
2
 
sin

x1 + x2
2
 
Tässä x1+x22 on soitettujen taajuuksien keskiarvo ja
x1 x2
2 soitettujen taajuuksien etäisyys
jaettuna kahdella.
Huojuntataajuus
Huojuntataajuus fhuoj on soivien taajuuksien erotus ja se kertoo meille kuinka monta
kertaa ääni huojuu sekunnissa.
(6.3.7) fhuoj = f1   f2
Esimerkki 6.3.8. Sara ja Mikko virittävät viulujaan. Saran viulun a-kieli soi taajuu-
della 462 Hz ja Mikon a-kieli taajuudella 440 Hz. Merkitään Mikon viulun äänifunktiota
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f(x) = sinx. Tällöin Saran tuottama äänifunktio g(x) = sin1, 05x (462/440 = 1, 05).
Piirra funktiot f(x) ja g(x) samaan koordinaatistoon. Päättele niistä miltä summafunk-
tion h(x) = f(x) + g(x) pitäisi näyttää. Tarkista lisäämällä se samaan koordinaatistoon
funktioiden f(x) ja g(x) kanssa. Mitä huomaat? Laske huojuntataajuus kaavasta 6.3.7 ja
selitä summafunktion kuvaajan avulla mitä se voisi merkitä.
Ratkaisu:
Kuva 6.8: Saran ja Mikon tuottamien äänten äänifunktiot erikseen.
Kuvasta 6.8 nähdään, että funktiot tulevat tietyn väliajoin samaan vaiheeseen ja tietyn
väliajoin vastakkaiseen vaiheeseen. Samassa vaiheessa olevien äänifunktioiden pitäisi vah-
vistaa toisiaan ja vastakkaisessa vaiheessa niiden pitäisi heikentää toisiaan.
Kuva 6.9: Saran ja Mikon tuottamien äänten äänifunktiot sekä summafunktio h(x) =
sinx+ sin1, 05x.
Huomaamme kuvasta 6.9 , että summaäänen amplitudi kaksinkertaistuu silloin kun Saran
ja Mikon soittamat äänet ovat samassa vaiheessa ja summaäänet kumoavat toisensa kun
soitetut äänet ovat vastakkaisessa vaiheessa.
Kuulemamme äänen voimakkuus vaihtelee hiljaisesta voimakkaaseen ja päinvastoin sään-
nöllisin väliajoin. Samassa vaiheessa olevat äänet vahvistavat toisiaan ja vastakkaisessa
vaiheessa olevat äänet heikentävät toisiaan. Huojuntataajuus saadaan laskettua kaavasta
6.3.7, fhuoj = 462  440 = 22 Hz. Ääni huojuu 22 kertaa sekunnissa.
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Kuva 6.10: Saran ja Mikon tuottaman yhteisäänen äänifunktio h(x) = sinx+ sin1, 05x
Kuva 6.11: Summaääni yhden sekunnin aikana.
Esimerkki 6.3.9. Jatkoa edelliseen esimerkkiin 6.3.8.
a) Ilmaise edellisen esimerkin funktio h(x) = sinx+sin1, 05x taulukkokirjasta löytyvän
summakaavan: sinx+ siny = sinx+y2 · 2cosx y2 avulla.
b) Mitä näet äänifunktiosta sinx+y2 · 2cosx y2 , mikä on äänenvoimakkuus ja mikä on
taajuus? Laske kuulemasi äänen taajuus.
c) Piirrä saamasi tulo. Piirrä samaan koordinaatistoon myös erikseen saamasi sinifunk-
tio ja kosinifunktio, joka on kerrottuna kahdella.
d) Mitä funktioiden kuvaajat kertovat meille kuulemastamme äänestä?
e) Miten kosinifunktio vaikuttaa huojuontaan?
f) Tuleeko Mikon ja Saran virittää a-kieliään siihen suuntaan, jossa ääni huojuu no-
peammin vai siihen suuntaan, jossa ääni huojuu hitaammin?
Ratkaisu:
a) sinx+ sin1, 05x = sinx+1,05x2 · 2cosx 1,05x2
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b) Äänifunktio on muotoa Asinx, missä A on amplitudi, joka kertoo äänenvoimakkuu-
den ja muuttuja x kertoo äänen taajuuden. Nyt tulossa sinx+1,05x2 ·2cosx 1,05x2 jälkim-
mäinen osa 2cosx 1,05x2 toimii äänifunktion amplitudina. Havaitsemme, että ampli-
tudi ei ole vakio, vaan saa arvoja väliltä [ 2, 2]. Ensimmäisestä osasta sinx+1,05x2
nähdään tuotetun yhteisäänen taajuus, joka on Saran ja Mikon soittamien taajuuk-
sien keskiarvo x+1,05x2 . Kuulemamme äänen taajuus on siis
x+1,05x
2 =
463+440
2 = 451
Hz.
c) :
Kuva 6.12: Funktioiden sinx+1,05x2 , 2cos
x 1,05x
2 ja sin
x+1,05x
2 · 2cosx 1,05x2 kuvaajat.
d) Sinifunktion kuvaaja määrää kuulemamme äänen taajuuden ja kosinifunktio kerrot-
tuna kahdella määrää amplitudin suuruuden sekä sen vaihtelun nopeuden.
e) Mitä lähempänä soitetut äänet ovat toisiaan, eli mitä pienemmäksi kosinin kulma
saadaan, sitä loivemmin kosinifunktio kulkee ja näin ollen ääni huojuu hitaammin.
Mitä kauempana soitetut äänet ovat toisistaan, eli mitä suurempi kosinin kulma on
niin sitä tiheämmäksi kosinifunktion kuvaaja menee ja tällöin ääni huojuu nopeam-
min. Mikäli soitetut äänet olisivat täysin samat, kosinifunktion kulma saisi arvon 0
ja kosinifunktio arvon 1, joilloin ääni ei huojuisi vaan amplitudi pysyisi koko ajan
vakiona.
f) Siihen, jossa ääni huojuu hitaammin.
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Luku 7
Oppitunnin suunnitelma
Minulle annettiin mahdollisuus kokeilla tätä toteuttamaani oppimateriaalia Sibelius-lukiossa
tammikuussa 2015 yhden 75 minuutin oppitunnin ajan abiturienttien kertauskurssilla.
Siellä käyttämäni tuntisuunnitelma, tehtävämoniste ja muu oppimateriaali ovat liitteenä.
Materiaaleissa on joitakin virheitä, minkä takia olen laatinut uudet ja käyttökelposemmat
materiaalit tuleville materiaalin käyttäjille. Luvussa 8.3 käsittelen mitä muutoksia uusiin
materiaaleihin tuli. Muutamia avauksia kuitenkin kerron liitteistäni.
7.1 Tuntisuunnitelma
Tuntisuunnitelmassa käytin Helsingin yliopiston aineenopettajakoulutuksen opetushar-
joittelun tuntisuunnitelma -ohjeita. Suunnitelman tein itseäni varten opetukseni tueksi.
Merkitsin suunnielmaani etukäteen kysymykset, joita aioin opetuksessani oppilaille esit-
tää. Suunnitelmasta näkee tunnin aikataulun ja etenemisen aiheittain.
7.2 Intervallitaulukko
Jaoin oppilaille taulukon, josta näkee luonnonpuhtaiden intervallien kokonaislukusuhteet.
Niiden avulla oppilaat voivat laskea tehtävämonisteen tehtäviä.
7.3 Pianon koskettimet -moniste
Piirsin oppilaille monisteen, jossa on pianon koskettimien kuva vähän reilun oktaavin
alueelta. Niistä oppilaat voivat laskea esimerkiksi kuinka monta puolisävelaskelta sisältyy
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septimiin, jos musiikinteorian asiat eivät ole niin hyvin hallussa. Mikäli haluat käyttää
tätä monistetta, valitse liitteistä Liite [13] "Korjattu pianon koskettimet -moniste".
7.4 Tehtävämoniste
Tehtävämonistetta laatiessani minun tuli huomioida oppilaiden eritasoinen musiikinosaa-
minen. Olihan Sibelius-lukiossa myös tanssilinja ja yleislinja, mikä tarkoitti sitä että osa
opiskelijoista ei ollut välttämättä koskaan harrastanut musiikkia. Suurin osa oppilaista oli
kuitenkin musiikkilinjalla. Laatimani tehtävät tehtävämonisteessa saattavat tuntua melko
pitkiltä, vaikka ne olisivatkin yksinkertaisia. Joissakin tehtävissä varsinaisen kysymyksen
alkuun olen avannut tehtävän aihetta oppilaille.
7.5 Lisätehtävä
Lisätehtävässä tarkastellaan yläsävelsarjan eri osaääneksistä muodostuneita ääniaaltoja.
Valitsin tämän lisätehtäväksi, koska muut trigonometrian tehtävät 7   9 liittyivät ää-
nen voimakkuuteen tai huojuntaan. Tämä tehtävä olisi kyllä sopinut pariksi lukujonojen
ensimmäiseen tehvävään, jossa lasketaan yläsävelsarjan osaäänesten taajuuksia.
7.6 Palautemoniste
Halusin oppilailta palautetta ja pyysin heitä täyttämään tunnin lopussa palautemonisteen,
johon olin koonnut kysymyksiä oppitunnin tehtävistä.
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Luku 8
Pohdintaa
8.1 Tunnin kulusta
Onnekseni pääsin siis kokeilemaan tätä tuottamaani opetusmateriaalia Sibelius-lukioon,
mikä oli hieno kokemus. Sibelius-lukio on musiikkilukio, jossa musiikkilinjan lisäksi on
myös tanssilinja ja yleinen linja. Muusiikkilinja on kuitenkin linjoista suurin. Pitämälläni
oppitunnilla oli noin 20 30 oppilasta, joista suurin osa oli musiikkilinjalla. Noin neljä opis-
kelijaa oli tanssilinjalla, minkä takia heille musiikkisanasto oli vierasta. Tämä vaikeutti
hieman tehtävien ymmärtämistä ja tekemistä. Mielestäni luokka ei ollut kovin aktiivinen,
minkä takia en kuitenkaan päässyt niin hyvin selville heidän osaamisestaan. Toisaalta
tunnin alkuun, jossa kertailin lukujonojen määritelmiä, olisin voinut ottaa vähän vaati-
vampia esimerkkejä. Voi olla, että oppilaita ei vain kiinnostanut vastata liian helppoihin
kysymyksiin. Aritmeettisen lukujonon määritelmän kohdalla kysyin oppilailta, tietävätkö
he, mitä taajuudelle tapahtuu, kun mennään oktaavia korkeammalle sävelelle. Kukaan ei
siihenkään vastannut mitään. Jatkokysymys tähän olisi voinut olla se, että mitä he ar-
velevat taajuudelle tapahtuvan, kun siirrytään korkeammille tai matalemmille sävelille.
Tällöin vastaajia olisi kenties ollut enemmän. Tai olisin voinut pyytää äänestystä siitä,
kuinka moni arvelee taajuuden suurenevan tai vähenevän. Tuntisuunnitelmassa olin aja-
tellut, että monisteen tehtävä 1 käydään yhdessä läpi. Tunnilla kuitenkin oli puuduttavaa
laskea kaikkien jonon jäsenten taajuuksien suhteet ja niitä vastaavat sävelet yhdessä, jo-
ten kävimme kolme ensimmäistä jäsentä yhdessä läpi, jonka jälkeen oppilaat saivat laskea
itse loput jäsenet. Yhdessä ne kuitenkin tarkistettiin ja kaikki oli mennyt oikein.
Alkutunnista aikataulutus sujui hyvin. Noin puoli tuntia meni teorian opettamiseen ja
esimerkkien käymiseen, niin kuin olin suunnitellutkin, kunnes oppilaat pääsivät itsenäi-
sesti laskemaan tehtäviä. Trigonometristen funktioiden tulkitsemis -tehtäviä tekivät vain
ne oppilaat, jotka kerkesivät sinne asti. Suurin osa oppilaista teki lukujonoihin liittyviä
tehtäviä. Trigonometria olisikin hyvä jatkossa olla kokonaan omana tunnin aiheena. Lop-
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putunnista alkoi olla kiire, emmekä kerinneet käydä yhdessä läpi tehtävää 7, niinkuin olin
suunnitellut. En myöskään kerinnyt näyttää oppilaille monisteen tehtävien 8 ja 9 ratkai-
sujani geogebrastani. Tai oikeastaan olisin ehkä kerinnyt näyttää pikaisesti, mutta siinä
tuli pieniä tietoteknisiä onglemia. Koulun kone ei avannutkaan geogebraohjelmaa, ilmei-
sesti sitä ei oltu päivitetty. Siinä vaiheessa en ollut vielä pitänyt kovin montaa oppitun-
tia elämäni aikana, niin en oikein osannut etukäteen varautua tällaisiin seikkoihin. Nyt
viisaampana ja geogebra -kurssin käyneenä tiedän, että geogebrasta on olemassa myös
nettiversio, johon voi tallentaa ratkaisuja. Toinen vaihtoehto olisi ollut, että olisin otta-
nut omaan tietokoneeseeni adapterin, jonka olisin voinut liittää koulun tykkiin. Tunnin
lopussaa kerittiin kuitenkin käymään tehtävien 2 ja 3 vastaukset läpi.
Tehtävässä 2, jossa laskettiin pythagoraan kommaa, olisimme voineet laskea, kuinka
suuri osa tämä komma on esimerkiksi puolisävelaskeleesta. Nyt komma, jonka laskimme
vahingossa vielä taajuuksien erotuksena, jäi vain irralliseksi taajuudeksi, eikä se kertonut
meille lainkaan komman suuruutta mistään intervallista, mikä olisi ollut havainnollisem-
paa.
Tehtävien tekemistä helpottaakseni ensi kerralla aion oppilaille antaa paremmat oh-
jeet siitä, miten tulkitaan intervallimonistetta ja kertoa pikaisesti miten sävelet musiikissa
merkitään. Osassa oppilaissa hämmennystä herätti esimerkiksi se, että sävelen oktaavialat
näkyvät sävelen ylä- tai alaindeksistä. Esimerkiksi yksiviivainen g-sävel on g1. Tehtävä-
monisteen kolmas tehtävä herätti myös hämmennystä, kun siinä luki että "tasavireisessä
asteikossa oktaavi on jaettu 12 yhtä suureen osaan". Todellisuudessa aina jonon peräk-
käisten jäsenten suhde on sama, mutta musiikillisesti puolisävelaskeleet kuulostavat olevan
yhtä etäällä toisistaan. Tämä johtuu siitä, että korvamme aistii sävelten korkeuseroja lo-
garitmisesti. Esimerkiksi 100 Hz ja 200 Hz aistitaan olevan yhtä kaukana toisistaan kuin
esimerkiksi 1000 Hz ja 2000 Hz. Molemmissa tapauksissa ero on oktaavi. Taajuuksien ero-
tukset eivät ole samat, vaan niiden suhde on sama. Tehtävään 3 voisi mielummin merkitä,
että tasavireisessä asteikossa oktaavi on jaettu 12 puolisävelaskeleeseen.
Osalla oppilaista tuntui olevan vaikeuksia päästä tehtävien kanssa alkuun, koska teh-
tävät olivat hyvin soveltavia ja heidän piti ajatella matematiikkaa jotenkin eri tavalla,
harrastuksensa kautta. Tavoitteena olikin, että oppilaat huomaisivat, että matematiikkaa
löytyy muualtakin kuin vain matematiikan tunneilta. Myös siis omista harrastuksista.
Onnistumisen kokemista saivat ainakin kolme tanssijatyttöä, jotka ratkaisivat tehtävän 2
oikein.
Osa pitämäni tunnin oppilaista priorisoi tehtäviä tulevien ylioppilaskirjoitusten takia
ja tekivät heidän vanhoja tehtäviään, jotka olivat jääneet tekemättä. Kaikki eivät olleet
siis motivoituneita osallistumaan soveltaviin tehtäviini.
Haasteellista minulle oli kirjoittaa tehtäviä, koska en tiennyt kuinka paljon voin olet-
taa oppilaiden osaavan musiikkisanastoa. Vastassa olikin melko kirjava joukko ja oli pal-
jon oppilaita, joille tehtävissä oleva musiikkisanasto oli vierasta. Jos tehtäviin kirjoittaa
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ensin pitkän pätkän musiikin teoriaa, tehtävästä voi tulla liian monimutkainen ja oppi-
laan on vaikea hahmottaa mitä tehtävässä kysytään. Jos tehtävä on taas hyvin lyhyt,
oppilas ei välttämättä ymmärrä, mistä lähetään liikkeelle, mikäli hänelle musiikkisanas-
to on vierasta. Esimerkiksi tehtävässä 3 olin alunperin kirjoittanut vain että "mikä on
puolisävelaskeleen taajuudeen suhdeluku q tasavireisessä virityksessä?", lopuksi kuiten-
kin lisäsin tehtävään vähän taustatietoa: "Tasavireisessä asteikossa oktaavi on jaettu 12
yhtä suureen osaan" ja "Tiedetään, että taajuus aina kaksinkertaistuu kun mennään ok-
taavia korkammalle sävelelle". Toisaalta tunnin alussa kumminkin kerroin oppilaille, mitä
taajuudelle tapahtuu, kun mennään oktaavia korkeammalle sävelelle. Jos oppilas tietää,
mikä on oktaavi ja mikä puolisävelaskel, hän olisi osannut itsekin laskea esimerkiksi pianon
koskettimet -monisteesta, että oktaavi on jaettu 12 puolisävelaskeleeseen.
Tehtävien tarkastaminen olisi ollut rikkaampaa, jos olisin tehnyt oppilaille mallirat-
kaisut valmiiksi ja laittanut ne vaikka luokan eteen, josta jokainen olisi voinut käydä itse
tarkastamassa omat vastauksensa. Kun tunti alkoi lähestyä loppua ja kiire vähän puk-
kaamaan, luulen, että ratkaisumonisteesta olisi ollut hyötyä. Ajan puutteen vuoksi ker-
kesimme tarkistaa vain kaksi tehtävää, mikä on vähän yhdeksään tehtävään verrattuna.
Toisaalta tunnin lopussa kysyin oppilailta, minkä tehtävän he haluavat käydä yhdessä lä-
pi tai mistä he haluavat tietää vastaukset, joilloin he saivat tietää vastaukset juuri niihin
tehtäviin, mihin halusivat. Oppitunnin lopussa kaikilla oppilailla oli kiire kotiin, eikä ku-
kaan jäänyt kyselemään muistakaan tehtävistä mitään. Ehkä kuitenkin niille oppilaille,
jotka pääsivät huojuntatehtäviin asti, olisin voinut näyttää kuvaajat omalta tietokoneel-
tani. Mielenkiintoista olisi ollut myös tietää, ketkä oppilaista on havainnut huojuntaa
käytännössä.
Jos vielä saan mahdollisuuden opettaa samasta aiheesta, pidän kaksi erillistä oppitun-
tia. Toisen aiheesta lukujonot ja toisen trigonometriasta. Silloin saan järjestettyä enem-
män aikaa tehtävien koontiin ja ennen tehtävien tekemistä selitän paremmin, mitä in-
formaatiota intervallimoniste meille antaa. Intervallien kokonaislukusuhteiden perustele-
minen voisi olla myös mielenkiintoinen osa esimerkiksi ilmiöpohjaista opetusta. Jatkossa
etukäteen tarkistan luokan ja taulun, minkä kokoinen se on. Nyt taulu oli erittäin pieni!
Teoria ja esimerkit eivät näkyneet taululla koko tuntia, vaan valkokangas peitti välillä
koko taulun. Taululle mahduin kirjoittamaan vain kaavat ja liitutaulun sijasta siellä oli
vain valkoinen tussitaulu. Koulun tykkiäkään ei saanut väliaikaisesti pimeäksi vaan valo
heijasteli taululla sitten koko tunnin ajan.
Tavoitteet tälle pitämälleni oppitunnille oli se, että oppilaat ymmärtäisivät että mate-
matiikkaa voi löytyä harrastuksistakin, eikä vain koulumaailmasta matematiikan tunnilta.
Tavoite itselleni oli se, että tunti sujuu hyvin ja selkeästi, vaikka aihe onkin hyvin soveltava
ja erilainen, mihin oppilaat ovat tottuneet.
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8.2 Palautemoniste
Koska tässä tutkielmassani en tehnyt mitään tutkimusta, josta olisin saanut tutkimus-
tuloksia, en voi verrata niitä tutkimustuloksia aikaisempiin tutkimustuloksiin. Kuitenkin
palautteen ja oman arvioni kautta tunnista voin joitakin asioita peilata aikaisempiin tut-
kimustuloksiin. Palautelomakkeen olisin voinut suunnitella paremmin niin, että tulokset
siitä olisivat voineet olla luotettavimpia. Kuitenkin avoimet kysymykset ja vastaukset
-lomakkeella sain ehkä mielenkiintoisempia ja aidompia vastauksia kuin rasti ruutuun
menetelmällä.
Palautetta sain 19 oppilaalta, niistä 14:llä musiikinteoria oli ennestään hallussa koko-
naan tai suurin piirtein ja viidelle oppilaalle musiikinteoria oli vierasta. Niistä oppilaista,
joilla musiikinteoria oli ennestään hallussa, kymmenelle oppilaalle tehtävät olivat sopivan
haasteellisia, kahdelle tehtävät olivat vaativia, yksi ei osannut vastata ja yhdelle tehtävät
olivat sekä vaativia että sopivan haasteellisia. Kenellekään tehtävät eivät olleet helppoja.
Niistä oppilaista, joille musiikinteoria oli vierasta, neljälle tehtävät olivat sopivan haas-
teellisia ja yhdelle tehtävät olivat vaativia. Kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden
mielipiteet tehtävien vaativuustasosta näkyy kuvassa 8.1, jossa suurimman osan mieles-
tä tehtävät olivat sopivan haasteellisia. Vuonna 2016 voimaan tulevan opetussunnitelman
mukaan opiskelijoille tuleekin antaa riittävän haastavia tehtäviä. Koska kenellekään teh-
tävät eivät olleet helppoja, ne huomioivat myös lahjakkaat oppilaat.
Kuva 8.1: Tehtävien vaativuustaso kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden mukaan.
Palautelomakkeen toisessa kysymyksessä kysyin oppilailta oliko lukujonoja helpom-
pi ymmärtää musiikkitehtävien avulla. Puolelle niistä oppilaista, joilla musiikinteoria oli
ennestään hallussa, vastaus oli myönteinen. Toisesta puolesta suurimmalle osalle (5/7) lu-
kujonoja ei ollut helpompi ymmärtää musiikkitehtävien avulla. Yksi ei osannut vastata ja
yhdelle oppilaalle lukujononen ymmärtäminen oli ihan yhtä helppoa kuin ennenkin. Niis-
tä oppilaista, joilla musiikinteoria ei ollut ennestään hallussa, neljälle viidestä lukujonoja
ei ollut helpompi ymmärtää musiikkitehtävien avulla, mikä on ihan ymmärrettävää, kun
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taas yhdellä vastaus oli myönteinen. Kuvassa 8.2 on kaikkien palautetta antaneiden oppi-
laiden vastaukset palautelomakkeen toiseen kysymykseen. Siitä nähdään, että myönteisiä
ja kielteisiä vastauksia on yhtä paljon.
Kuva 8.2: Kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden mielipidejakauma siitä, onko luku-
jonoja helpompi ymmärtää musiikkitehtävien avulla.
Sitten halusin mielenkiinnosta oppilailta kysyä, auttoiko matematiikka musiikinteo-
rian ymmärtämistä. Tähän sainkin mielenkiintoisia vastauksia, sillä niistä oppilaista, joil-
le musiikinteoria oli vierasta, neljälle viidestä matematiikka tuki musiikinteoriaa ja yksi
viidestä ei osannut vastata tähän kysymykseen. Eli kukaan heistä ei ainakaan vastannut
kielteisesti. Sitten taaas niistä oppilaista, joilla musiikinteoria oli ennestään hallussa, kuusi
vastasi myöntävästi ja kahdeksan kielteisesti. Eli yli puolelle heistä matematiikka ei tuonut
musiikkiin mitään uutta lisäarvoa, kun taas suurimmalle osalle niistä, jotka eivät osanneet
musiikinteoriaa ennestään, matematiikka auttoi musiikinteorian ymmärtämisessä. Kuvas-
ta 8.3 nähdään, että kuitenkin suurimmalle osalle kaikista oppilaista matematiikka on
auttanut musiikinteorian oppimisessa.
Palautelomakkeen neljännessä kysymyksessä kysyin oppilailta, vaikeuttiko musiikkie-
simerkit matematiikan teorian oppimista. Nyt niistä, joilla musiikinteoria oli ennestään
hallussa, 12 neljästätoista vastasivat kysymykseen kieltävästi, kaksi myönteisesti. Neljä
viidestä niistä oppilaista, joille musiikinteoria oli ennestään vierasta, musiikkiesimerkit
vaikeuttivat matematiikan teorian oppimista. Yksi niistä ei osannut sanoa vastausta ky-
symykseen. Eli niillä oppilailla, jotka tietävät musiikista ennestään jotakin, musiikkihar-
rastukseensa liittyvät matematiikan tehtävät eivät ainakaan vaikeuta matematiikan teo-
rian ymmärtämistä. Kuvassa 8.4 on kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden mielipide
siitä, vaikeuttaako musiikkiesimerkit matematiikan teorian oppimista.
Ne oppilaat, jotka pääsivät trigonometriaan liittyviin tehtäviin asti, olivat suurimmaksi
osaksi sitä mieltä, että musiikkiesimerkit eivät helpottaneet trigonometristen funktioiden
tulkitsemista. Kolme oppilasta vastasivat, että kyllä helpotti tai kyllä helpotti jonkin
45
Kuva 8.3: Kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden mielipide siitä, onko musiikinteoriaa
helpompi ymmärtää matematiikan avulla.
Kuva 8.4: Kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden jakauma siitä, vaikeuttiko musiik-
kiesimerkit matematiikan teorian oppimista.
verran. Neljä oli sitä mieltä, että ne eivät helpottaneet. Yksi oppilaista ei osannut vastata
kysymykseen ja muut eivät kerinneet sinne asti.
Sitten halusin tiedustella oppilaiden mielipidettä siitä, suosittelisivatko he tunnin esi-
merkkejä ja tehtäviä pitkän matematiikan oppimateriaaliin. Nyt kaikki ne oppilaat, joille
musiikinteoria oli ennestään vierasta, suosittelisivat tunnin tehtäviä valikoidulle joukol-
le, niille, jotka tietävät musiikista jotakin, mutta ei kaikille. Sitten taas suurin osa 9/14
niistä oppilaista, joilla musiikinteoria oli ennestään hallussa, suosittelisi tehtäviä pitkän
matematiikan oppimateriaaliin. Neljä niistä eivät suosittelisi ja yksi suosittelisi ehkä, jos
"hertseistä kerta saa hyviä sovelluksia". Eli kuitenkin kaiken kaikkiaan suurin osa oppilais-
ta suosittelisi tehtäviä kaikille tai valikoidulle joukolle ja vain neljä oppilasta oli kokonaan
sitä mieltä, että he eivät suosittelisi tehtäviä matematiikan oppimateriaaliin.
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Kuva 8.5: Kaikkien palautetta antaneiden oppilaiden mielipide siitä, helpottiko musiik-
kiesimerkit trigonometristen funktioiden tulkitsemista.
Kuva 8.6: Oppilaiden vastaukset siitä, suosittelisivatko he tunnin tehtäviä pitkän mate-
matiikan oppimateriaaliin.
8.2.1 Materiaalin ja opetustilanteen kytkeytyminen aikaisempiin
tutkimustuloksiin sekä opetussuunnitelmaan
Tässä kappaleessa puhuessani uudesta opetussuunnitelmasta tarkoitan vuonna 2016 voi-
maan tulevan lukion opetussuunnitelman perusteiden luonnosta. Vertailen materiaaliani
ja opetustilannetta tämän tutkielman luvuissa 2 ja 3 esiintyviin teoreettisiin viitekehyk-
siin.
Kuten luvussa 3 olenkin esittänyt, Suomessa matematiikan osaaminen on heikentynyt.
Siihen on pohdittu syitä ja yksi syy on ollut oppilaiden huono motivaatio matematiik-
kaa kohtaan yläkoulussa ja lukiossa. Motivaatioon pyritään taas vaikuttamaan oppilaiden
kiinnostuksella matematiikkaa kohtaan ja sillä, kuinka merkitykselliseksi he kokevat ma-
tematiikan heidän elämässään ja yhteiskunnassa. Koska matematiikassa tehdään paljon
tehtäviä, ajattelen, että tehtävien valinnoilla pystyy vaikuttamaan oppilaiden kiinnostuk-
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seen, keskittymiseen ja sitä kautta motivaatioon. Mikäli tehtävät ovat oppilaille itselleen
merkityksellisiä, jaksavat he keskittyä paremmin ja tällöin he myös kokevat tehtävän tär-
keäksi ja hyödylliseksi. Valitsin opetuksen kohteeksi Sibelius-lukion, koska oletin, että
siellä oppilaat voisivat olla kiinnostuneita musiikkiin liittyvistä tehtävistä. Nämä tehtävät
eivät sovi siis kaikille oppilaille, mutta ylipäänsä oppilaiden harrastuksiin liittyvät tehtä-
vät voivat olla oppilaille merkityksellisiä. Kuvasta 8.6 nähdään, että suurin osa suosittelisi
tehtäviä joillekin, joten oletan, että tehtävät ovat olleet heille jollain tasolla kiinnostavia
ja merkityksellisiä. Joku oppilaista olikin maininnut palautelapussaan, että "kivoja teh-
täviä".
Opetustilanteessa kolme tanssijatyttöä saivat Pythagoraan komma -tehtävän oikein.
Siitä tuli iloisia tunteita oppilaille ja myös minulle. Positiiviset tunteet ovatkin psykologian
mukaan edellytyksiä oppimisen onnistumiselle. Tehtäväni olivat sanallisia tehtäviä, koska
niiden avulla voidaan kytkeä silta arkielämän kokemusten ja matematiikan välille. Se ei
näyttänyt tuottavan kenellekään opetustilanteessa ongelmia.
Kappaleessa 3.1.2 olen kertonut ilmiöpohjaisesta ja monialaisesta oppimisesta. Nä-
mä tehtäväni sopivat ilmiöpohjaiseen ja monialaiseen opetukseen, sillä niissä tutkitaan
ilmiötä, muun muassa huojuntaa, matematiikan näkökulmasta ja integroidaan eri tietee-
naloja samalle oppitunnille. Jatkossa siitä voisi kehittää laajemman kokonaisuuden, jossa
esimerkiksi huojuntaa havaitaan käytännössä ja yritetään selittää, mistä se voisi johtua.
Myös lukujonoihin liittyviä tehtäviä voisi kokeilla käytännössä ja yrittää havaita eri ta-
valla viritettyjen soittimien taajuuksien eroja ja sointivärejä. Soitettuja ääniä voisi myös
mitata tietokoneella ja tutkia niiden äänifunktioita ja yläsävelsarjan osaäänten äänenvoi-
makkuuksia, jotka määrittävät soittimen sointivärin. Mielikuvitus on vain rajana. Oikean
pianon voisi ottaa mukaan opetukseen ja sen avulla voisi laskea Pythagoraan komma -
tehtävässä esimerkiksi, kuinka monta kvinttiä mahtuu seitsemään oktaaviin. Siitä havait-
sisi käytännössä myös enharmoniset sävelet.
Tällaisia sovellustehtäviä voisi kehittää eri alojen harrastajille. Esimerksiksi urheiluun
liittyviä tehtäviä, rakentamiseen liittyviä tehtäviä, lääketieteeseen liittyviä tehtäviä, tai-
teeseen liittyviä tehtäviä, kotitalouteen liittyviä tehtäviä ja talousmatematiikkaan liittyviä
tehtäviä. Jokainen oppilas voisi valita sieltä itselleen mieluisan osa-alueen. Näin saataisiin
laajempi monialainen opetus matematiikan tunnille.
Jokainen tehtäväni liittyi jollain tapaa musiikkiin, siksi olen valinnut teoreettiseen
taustaani kappaleen 3.2 Musiikki ja matematiikka tukevat toisiaan. Tossavaisen ja Juvo-
sen (2015) tekemän tuoreen tutkimuksen mukaan pojat ovat jonkin verran kiinnostuneem-
pia matematiikasta kuin tytöt, ja musiikissa se on taas päin vastoin. Mieleeni tuli, että jos
matematiikan tehtävät liittyvät musiikkiin, voisi se mahdollisesti kasvattaa tyttöjen kiin-
nostusta matematiikkaa kohtaan. Tutkimuksen mukaan matematiikka kiinnostaa nuoria
lähinnä koulussa, kun taas musiikki kiinnostaa nuoria yksityiselämässä. Ehkä musiikkiin
liittyvät tehtävät voisivat sekoittaa näitä kahta ainetta keskenään ja oppilaat alkaisivat
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hahmottaa ilmiöitä laajempina kokonaisuuksina, esimerkiksi miksi viritysjärjestelmiä on
monia ja miten soittimien sointivärit riippuvat yläsävelsarjasta.
Materiaalin kytkeytyminen opetussuunnitelmaan
Ajattelin, että tekemäni tehtävät on valittu opiskelijoita kiinnostavista aiheista, koska
tehtävät liittyvät heidän harrastuksiinsa. Sitä pidetään uuden opetussuunnitelman lähtö-
kohtana opetukselle. Myös matematiikan ja arkielämän välisiä yhteyksiä tuetaan tehtä-
vissäni.
Mielestäni musiikkiin liittyvät tehtäväni kehittävät oppilaan soveltamis- ja ongelman-
ratkaisutaitoja, koska tehtävissäni sovelletaan ja etsitään syitä käytännön ongelmatilan-
teisiin matematiikasta. Tehtäväni ovat hieman erilaiset, mihin oppilaat ovat yleensä tot-
tuneet. Joku oppilaista antoikin palautetta, että oli vaikeaa ajatella matematiikkaa oman
harrastuksensa kautta. Tälläisissäkö erilaisissa tilanteissa opiskelijan luovuus kehittyy?
Nimittäin Sibelius-lukion koulukohtaisen opetussuunnitelman (2005) mukaan opiskelijal-
la luovuus kehittyy juuri erilaisissa ongelmanratkaisutilanteissa. Sibelius-lukion opetus-
suunnitelmassa mainitaan myös, että parhaimmassa tapauksessa opiskelija alkaa nähdä
ympäröivässä maailmassa matemaattisia rakenteita. Lukujonojahan löytyy ympäristös-
tämme paljon, kun niihin alkaa vain kiinnittää huomiota. Näissä laatimissani tehtävissä
toivon että opiskelija ymmärtäisi sen, että matematiikka antaa muille tieteenaloille, muun
muassa fysiikalle, malleja, "joiden soveltaminen on välttämättömyys näiden tieteiden ke-
hittymiselle." (Sibelius-lukion opetussuunnitelma, 2005.)
Koska tehtäväni liittyvät matematiikkaan, musiikkiin ja fysiikkaan, ne sopivat myös
vuonna 2016 voimaan tulevan lukion opetussuunnitelman aihekokonaisuuksiin. Aihekoko-
naisuuksien tarkoituksena on ylittää oppiainerajat, ja niiden yhteisiin tavoitteisiin kuu-
luukin nykyajan ilmiöiden analysointi ja havainnointi sekä laaja-alaisten kokonaisuuksien
jäsentäminen. Uudessa opetussuunnitelmassa korostetaan oppilaan luovaa ongelmanrat-
kaisua ja ajattelua. Ehkä jos tälläisiä oppilaiden eri harrastuksiin liittyviä tehtäviä oli-
si enemmän pitkän matematiikan oppimateriaaleissa, oppilaat tottuisivat niihin ja näin
ollen heidän luovuuskin kehittyisi, koska matematiikkaa pitäisi soveltaa moniin eri har-
rastuksiin. Se toisi myös yleissivistystä oppilaille ja opettajille eri harrastuksien avulla.
Laaja-alainen yleissivistys uuden opetussuunnitelman mukaan perustuu juuri eri oppiai-
neiden tieteenaloihin ja niiden välisiin yhteyksiin. Tietysti se vaatisi opettajien yhteistyötä
nykyistä enemmän.
Uuden opetussuunnitelman mukaan opetuksen tulee syventää opiskelijan kiinnostusta
taiteeseen. Kenties musiikkiin liittyvät tehtäväni syvensivät joidenkin opiskelijoiden kiin-
nostusta musiikkiin. Sitä en tiedä, mutta tietysti toiveeni on, että joku olisi enemmänkin
kiinnostunut aiheesta ja ottaisi siitä lisää selvää. Ovatko tällaiset oppimiskokemukset,
joissa opiskeltavat tiedot ja taidot kytkeytyvät oppilaiden kokemuksiinsa, oppilaille mer-
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kityksellisiä? Voisi kuvitella, että ne ainakin lisäisivät kiinnostusta myös matematiikkaa
kohtaan ja näin lisäisivät motivaatiota, jolla on Nurmen (2013) mukaan suuri merkitys
oppimisessa.
Lukujonoihin liittyvät tehtävät
Käyttämässäni tehtävämonisteessa alkupään tehtävät 1   6 liittyvät lukujonoihin. Vain
ensimmäinen tehtävä liittyy aritmeettiseen lukujonoon ja tehtävissä 2 6 kyseessä on geo-
metrinen lukujono. Vaikka opetussuunnitelmassa (2003) lukujonojen lisäksi tulisi käsitellä
aritmeettinen ja geometrinen summa, näitä ei laatimissani tehtävissä lasketa. Osassa teh-
tävissä pitää itse tunnistaa onko kyseessä geometrinen vai aritmeettinen lukujono, osaan
olen taas sen kertonut. Nämä tehtävät opettavat oppilasta ratkaisemaan aritmeettisen
ja geometrisen jonon avulla käytännön ongelmia, niin kuin opetussuunnitelman (2003)
tavoitteissa mainitaan.
Trigonometriaan liittyvät tehtävät
Trigonometriatehtävissä 7 9 ja lisätehtävässä pitää laskea sinifunktioiden summafunktioi-
ta, tulkita niitä ja päätellä niistä äänifunktion ominaisuuksia. Käytännön ilmiöitä ja ongel-
matilanteita mallinnetaan matemaattisesti, mikä onkin yksi opetussuunnitelman (2003)
tavoitteista. Kosinifunktion ja sinifunktioiden tunteminen ja se, mistä ne tulevat, autta-
vat funktioiden tulkitsemisessa. Opetussuunnitelman (2003) tavoitteena on antaa opiske-
lijalle selkeä käsitys matematiikan "soveltamismahdollisuuksista arkielämässä, tieteessä ja
tekniikassa". Tulevassa opetussuunitelmassa (2016) trigonometria kurssin tavoitteena on
jaksollisten ilmiöiden mallintamisessa hyödyntää trigonometrisiä funktioita. Tehtävissä-
ni on hyödynnetty kuulemamme äänen mallintamista sinifunktioilla. Tehtävissäni käyte-
tään myös teknisiä apuvälineitä, kuten laskinta tai geogebra -ohjelmaa, trigonometristen
funktioiden tulkitsemisessa, mikä kuuluu tulevan opetussuunnitelman tavoitteisiin. Teh-
tävässä 9 käytetään MAOL:ssa esiintyvää summakaavaa, mikä on hyvä esimerkki siitä,
että hyödynnetään taulukkokirjan monipuolisia kaavoja arkielämän kokemuksiin. Uuden
opetussuunnitelman mukaan tutkimistehtävät edistävät oppimaan oppimisen taitoja sekä
kehittävät luovaa ja kriittistä ajattelutapaa. Luulen, että tehtävämonisteen äänifunktioi-
den tutkimistehtävät ovat juuri tällaisia tutkimistehtäviä. Mikäli trigonometriaan liittyviä
tehtäviäni ratkaisee symbolisella laskimella tai geogebra -ohjelmalla, tukee se monipuolisen
opetusteknologian käyttöä, mitä myös suositellaan uudessa lukion opetussuunnitelmassa.
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8.3 Kehittämisehdotuksia materiaaleihin
Koska käyttämäni tuntisuunnitelman aikataulutus oli liian kiireellinen, jatkon kannalta
aiheet olisivat hyvä jakaa kahdelle eri oppitunnille. Niinpä olen laatinut uudet tuntisuun-
nitelmat, tehtävämonisteet ja malliratkaisut ensimmäiselle ja toiselle oppitunnille. Ne ovat
tämän tutkielman lopussa liitteenä. Seuraavaksi kumminkin kerron, mitä muutoksia niihin
on tullut.
8.3.1 Uusi ensimmäisen oppitunnin tuntisuunnitelma
Ensimmäiselle tunnille valitsin aiheeksi lukujonot. Uusi tuntisuunnitelma on lähes sa-
manlainen alkuperäisen tuntisuunnitelmani alkupuolen kanssa. Esimerkkiin 2 olen vaih-
tanut hieman vaativamman geometrisen lukujonon. Tässä tuntisuunnitelmassa oppilailla
on enemmän aikaa tehdä itsekseen monisteen tehtäviä. Mikäli juuri edellisellä tunnilla on
käyty läpi aritmeettinen ja geometrinen lukujono, voi heti tunnin alussa ryhtyä tekemään
monisteen tehtäviä.
8.3.2 Uusi tehtävämoniste ensimmäiselle oppitunnille
Uuteen tehtävämonisteeseen olen laittanut alkuperäisen tehtävämonisteen tehtävät 1  6.
Tehtävän 3 toisessa virkeessä lauseen: "Tasavireisessä asteikossa oktaavi on jaettu 12 yhtä
suureen osaan" olen vaihtanut lauseeseen: "Tasavireisessä asteikossa oktaavi on jaettu 12
puolisävelaskeleeseen". Tämä sen takia, koska tasavireisessä viritysjärjestelmässä puolisä-
velaskeleet muodostavat geometrisen lukujonon eivätkä aritmeettista lukujonoa. Alkupe-
räisessä lauseessa on siis virhe, koska puolisävelaskeleet eivät ole yhtä suuria vaan niiden
suhde on aina sama. Joka tapauksessa soittaessamme esimerkiksi pianolla kromaattista
asteikkoa, joka koostuu siis puolisävelaskeleista, askeleet kuulostavat olevan yhtä etäällä
toisistaan. Esimerkiksi sävelet e1 ja f 1 kuulostavat olevan yhtä etäällä toisistaan kun säve-
let f 1 ja fis1. Tämä johtuu siitä, että korvamme aistii äänet logaritmisesti. Käytännössä
kuitenkin vain niiden taajuuksien suhteet ovat samat ja taajuuksien etäisyydet eripituiset.
8.3.3 Ensimmäisen oppitunnin malliratkaisut
Tein malliratkaisut uudelle ensimmäiselle oppitunnille. Pitämälläni oppitunnilla minulla
ei ollut lainkaan malliratkaisua, joten tässä on nyt tuleville käyttäjille valmiit ratkaisut.
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8.3.4 Uusi toisen oppitunnin tuntisuunnitelma
Uudessa toisen oppitunnin tuntisuunnitelmassa on aikataulutus trigonometriaan liittyvien
tehtävien opettamiseen/kertaamiseen. Tunnin alussa opettaja pitää alustuksen äänifunk-
tioista ja yläsävelsarjasta, jotta oppilaat voivat tehdä tehtäviä. Äänifunktion perusteet
löytyvät kappaleesta 6.1.1 ja yläsävelsarja löytyy kappaleesta 5.1.1 Osaääneistö. Tällä
tunnilla oppilaat eivät tarvitse intervallitaulukkoa eikä pianon koskettimet -monistetta.
Tämän tunnin piirrostehtävät voi tehdä graafisella/symbolisella laskimella tai tietoko-
neohjelmalla esimerkiksi geogebralla.
8.3.5 Uusi tehtävämoniste toiselle oppitunnille
Toiselle tunnille valitsin trigonometriaan liittyvät tehtävät. Uudessa tehtävämonisteessa
on siis alkuperäisen tehtävämonisteen tehtävät 7   9 ja lisätehtävä sekä yksi ylimääräi-
nen lisätehtävä, jossa lasketaan äänenvoimakkuuksia. Tämä tehtävä puuttuu kokonaan
alkuperäisestä tehtävämonisteesta.
8.3.6 Toisen oppitunnin malliratkaisut
Tein malliratkaisut toisen oppitunnin tehtäviin paperiversiona sekä tehtävän 2 ja 3 säh-
köisenä versiona osittain. Tehtävät voi ratkaista siis myös geogebra -ohjelmalla. Linkki,
josta pääset näihin malliratkaisujen nettiversioon, on:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/by3ULkJg
Nettiversion piirtoalueessa 1 on uuden toisen tunnin tehtävämonisteen tehtävän 2 sum-
mafunktio ja funktiot f(x) ja g(x) samassa koordinaatistossa. Piirtoalueessa 2 on uuden
tehtävämonisteen tehtävän 3c) ratkaisu, jossa voi muuttaa soivien taajuuksien etäisyyttä
liukukytkimestä ja tarkastella miten se vaikuttaa summaäänen huojuntaan. Tämän voi
pyytää vaikka oppilaiden tehdä tai sitten opettaja voi näyttää tämän heille tykin kautta.
8.3.7 Uusi pianon koskettimet -moniste
Uusi pianon koskettimet -moniste on nyt korjattu versio. Vanhassa, jota käytin pitämäl-
läni oppitunnilla, oli virhe. Siihen olin vahingossa piirtänyt yhden ylimääräisen mustan
koskettimen.
8.3.8 Palautemoniste
Jos pitäisin uudestaan saman oppitunnin, josta pyytäisin oppilailta palautetta, laittaisin
palautelappuun vapaa sana -osion. Siitä saisin lisätietoa oppilaiden ajatuksista ja tunte-
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muksista tehtäviäni/oppimistilannetta kohtaan. Nyt ne sanalliset palautteet, joita sain,
olivat lähinnä palautepaperin sivuun kirjoitettuja pieniä kommentteja.
8.4 Tehtävien soveltaminen eri tilanteisiin
Laatimaani materiaalia voi soveltaa erilaisiin opiskeluympäristöihin ja eri käyttäjäryh-
mille. Vaikka tuote onkin suunniteltu 2003 vuoden opetussuunnitelman mukaan pitkän
matematiikan 9. kurssin kertauskurssille (MAA14), miksei sitä voisi käyttää jo kyseisellä
kurssilla. Jatkossa vuoden 2016 voimaan tulevan opetussuunnitelman aikana lukujonot
-tehtäviä voi käyttää lukion ensimmäisellä matematiikan kurssilla, jossa sisälöihin kuu-
luu aritmeettinen ja geometrinen lukujono. Lukion ensimmäinen matematiikan kurssi on
yhteinen kurssi kaikille lukiolaisille, niin lyhyen kuin pitkänkin oppimäärän valitseville.
Tällöin harrastuksiin liittyvistä tehtävistä pääsee osaksi myös lyhyen matematiikan op-
pimäärän valitsevat oppilaat. Soveltaminen vaatii opettajalta vain mielikuvitusta ja jois-
sakin tilainteissa etukäteisvalmisteluja ja perehdytyksiä. Tehtäviä voi varmasti hyödyn-
tää musiikkiopistojen teoriakursseilla ja lukion fysiikan ja musiikin tunneilla, varsinkin
musiikkilukioiden. Miksei tehtäviä voisi soveltaa yliopistofysiikan kursseille, esimerkiksi
Helsingin yliopiston opelabra -kursseille. Sibelius-akatemiassakin jollain tasolla käydään
näitä akustiikkaan liittyviä tehtäviä, mutta ei varmaan kumminkaan niin matemaattisesta
näkökulmasta. Ainakin lukiessani Sibelius-akatemian opetussivustoja tuntui, että monil-
la sivuilla on kerrottu asian olevan näin ja noin, mutta ei ole sitten perusteltu kunnolla
matemaattisesti, että miksi asiat ovat juuri niin kuin ne ovat. Myös muihin musiikin alan
ammatillisiin kouluihin ja korkeakouluihin tehtäviäni voisi soveltaa. Tulevaisuudessa yliop-
pilaskirjoitukset muuttuvat sähköisiksi. Ainakin trigonometriaan liittyvät tehtävät sovel-
tuvat hyvin sähköisiin yo-kokeisiin, koska niitä voidaan ratkaista muun muassa geogebra
-ohjelmalla. Kannustan ehdottomasti kaikkia aineenopettajia soveltamaan materiaaliani
esimerkiksi ilmiöpohjaisen opetuksen toteuttamiseksi!
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Liite%1.%" 2"Vastaus:"q=8f/4f=2""Jaan"oppilaille"pianon"koskettimet"–monisteen"ja"tehtävämonisteen""Tehdään"yhdessä"monisteen"tehtävä"1."Dokumenttikamera"13:40213:55."1. Yläsävelsarjan"osaääneistön"taajuudet"muodostavat"aritmeettisen"lukujonon."Soitamme"sävelen"suuri"C,"jonka"taajuus"on"65,4"Hz"Mitkä"ovat"jonon"6"ensimmäistä"jäsentä?"Entä"niitä"vastaavat"sävelet?"Käytä"apunasi"puhtaiden"intervallien"kokonaislukusuhteita."Kuinka"mones"jäsen"on"sävel"!!,"jonka"taajuus"on"588,6"Hz?""Ratkaisu:"vihkossa""Oppilaat"saavat"tehdä"monisteen"tehtäviä"omaan"tahtiin."Kiertelen"auttamassa.""Noin"klo"14:10"olisi"hyvä"siirtyä"jälkipuolen"tehtäviin.""Tehdään"yhdessä"monisteen"tehtävä"7"1. Liisa"ja"Pirjo"soittavat"sellojaan"samalla"taajuudella,"mutta"Pirjo"soittaa"voimakkaammin"kuin"Liisa."Olkoon"Liisan"soittaman"äänen"äänifunktio"f(x)=sinx"ja"Pirjon"soittaman"äänen"äänifunktio"g(x)=2sinx."Määritä"näiden"funktioiden"summafunktio"h(x)=f(x)+g(x)."Piirrä"laskimellasi"kaikki"kolme"funktiota"samaan"koordinaatistoon."Mitä"havaitset"tuotetusta"yhteisäänestä?""Ratkaisu:"vihkossa""Oppilaat"tekevät"monisteen"tehtäviä."Kiertelen"auttamassa.""14:25"käydään"läpi"monisteen"tehtävät"8"ja"9,"jos"moni"on"kerinnyt"ne"jo"tehdä."Näytän"geogebrasta"kuvaajani.""14:30"Jaan"oppilaille"palautemonisteen""""""""""
Liite%2.% 1"
Eri%intervallien%taajuuksien%%
kokonaislukusuhteet%"Priimi" 1:1"Pieni"sekunti" 16:15"Suuri"sekunti" 9:8"pieni"terssi" 6:5"Suuri"terssi" 5:4"Kvartti" 4:3"Kvintti" 3:2"Seksti" 5:3"Septimi" 15:8"Oktaavi" 2:1""""
Eri%intervallien%taajuuksien%%
kokonaislukusuhteet%"Priimi" 1:1"Pieni"sekunti" 16:15"Suuri"sekunti" 9:8"pieni"terssi" 6:5"Suuri"terssi" 5:4"Kvartti" 4:3"Kvintti" 3:2"Seksti" 5:3"Septimi" 15:8"Oktaavi" 2:1""""
Eri%intervallien%taajuuksien%%
kokonaislukusuhteet%"Priimi" 1:1"Pieni"sekunti" 16:15"Suuri"sekunti" 9:8"pieni"terssi" 6:5"Suuri"terssi" 5:4"Kvartti" 4:3"Kvintti" 3:2"Seksti" 5:3"Septimi" 15:8"Oktaavi" 2:1"
Eri%intervallien%taajuuksien%%
kokonaislukusuhteet%"Priimi" 1:1"Pieni"sekunti" 16:15"Suuri"sekunti" 9:8"pieni"terssi" 6:5"Suuri"terssi" 5:4"Kvartti" 4:3"Kvintti" 3:2"Seksti" 5:3"Septimi" 15:8"Oktaavi" 2:1""""
Eri%intervallien%taajuuksien%%
kokonaislukusuhteet%"Priimi" 1:1"Pieni"sekunti" 16:15"Suuri"sekunti" 9:8"pieni"terssi" 6:5"Suuri"terssi" 5:4"Kvartti" 4:3"Kvintti" 3:2"Seksti" 5:3"Septimi" 15:8"Oktaavi" 2:1""""
Eri%intervallien%taajuuksien%%
kokonaislukusuhteet%"Priimi" 1:1"Pieni"sekunti" 16:15"Suuri"sekunti" 9:8"pieni"terssi" 6:5"Suuri"terssi" 5:4"Kvartti" 4:3"Kvintti" 3:2"Seksti" 5:3"Septimi" 15:8"Oktaavi" 2:1"
Liite%3.% 1"
"
Liite%4.% 1"Tehtävämoniste""
Lukujonoja%" 1. Yläsävelsarjan"osaääneistön"taajuudet"muodostavat"aritmeettisen"lukujonon."Soitamme"sävelen"suuri"C,"jonka"taajuus"on"65,4"Hz"Mitkä"ovat"jonon"6"ensimmäistä"jäsentä?"Entä"niitä"vastaavat"sävelet?"Käytä"apunasi"puhtaiden"intervallien"kokonaislukusuhteita."Kuinka"mones"jäsen"on"sävel"!!,"jonka"taajuus"on"588,6"Hz?"""2. Pythagoralainen"viritys"perustuu"puhtaisiin"kvintteihin."Valitsemme"lähtökohdaksi"sävelen"keskiKc."Viritämme"sävelen"!!"puhtaan"kvintin"päähän"lähtösävelestä"ja"taas"sävelen"!!"puhtaan"kvintin"päähän"sävelestä"!!"jne."Kun"viritetään"12"peräkkäistä"kvinttiä"lähtösävelestä,"saamme"sävelen"!!,"jonka"taajuus"on"suurempi"kuin"jos"laskisimme"lähtösävelestä"7""peräkkäistä"oktaavia."Tätä"eroa"kutsutaan"Pythagoraan"kommaksi."Laske"pythagoraan"komma,"kun"lähtösävelen"taajuus"on"261,6"Hz."" "3. Mikä"on"puolisävelaskeleen"taajuuden"suhdeluku"q"tasavireisessä"virityksessä?"Tasavireisessä"asteikossa"oktaavi"on"jaettu"12"yhtä"suureen"osaan."Tiedetään,"että"taajuus"aina"kaksinkertaistuu"kun"mennään"oktaavia"korkeammalle"sävelelle."""4. Erään"pianon"kielten"pituudet"muodostavat"puolisävelaskeleittain"geometrisen"jonon"niin,"että"oktaavia"alemman"sävelen"kielen"pituus"on"aina"kaksinkertainen."Yksiviivaisen"aKsävelen"kielen"pituus"on"42"cm."Kuinka"pitkä"yksiviivaisen"cKsävelen"kielen"pituus"on?"""5. Paljonko"tasavireinen"kvintti"eroaa"puhtaasta"kvintistä?""" 6. Miia"virittää"alttoviulunsa"aKkielen"442"Hertsiin."Muut"kielet"hän"virittää"puhtaiden"kvinttien"päähän"aina"edellisestä"kielestä."Kuinka"paljon"matalimman"kielen"("pieni"c")"taajuus"eroaa"erään"pianon"samasta"sävelestä,"kun"tämä"piano"on"viritetty"tasaisesti"ja"siinä"myös"sävelen"!!"taajuus""on"442"Hz?"""
Trigonometristen%funktioiden%tulkitsemista%
%Seuraavissa"tehtävissä"laskujen"yksinkertaistamiseksi"oletamme,"että"soittajat"tuottavat"vain"annettua"ääntä."Tällaisia"puhtaita"siniääniä"voi"synnyttää"vain"elektronisesti."Puhdasta"siniääntä"näissä"tehtävissä"kuvataan"sinifunktiolla"D(x)=A"sin"x,"missä"A"on"amplitudi"eli"äänen"voimakkuus"ja"x:ään"sisältyy"tuotetun"äänen"taajuus."""7. Liisa"ja"Pirjo"soittavat"sellojaan"samalla"taajuudella,"mutta"Pirjo"soittaa"voimakkaammin"kuin"Liisa."Olkoon"Liisan"soittaman"äänen"äänifunktio"f(x)=sinx"ja"
Liite%4.% 2"
Pirjon"soittaman"äänen"äänifunktio"g(x)=2sinx."Määritä"näiden"funktioiden"summafunktio"h(x)=f(x)+g(x)."Piirrä"laskimellasi"kaikki"kolme"funktiota"samaan"koordinaatistoon."Mitä"havaitset"tuotetusta"yhteisäänestä?"" "8. Sara"ja"Mikko"virittävät"viulujaan.""Saran"viulun"aKkieli"soi"taajuudella"462"Hz"ja"Mikon"aKkieli"taajuudella"440"Hz."Mikä"on"kuulemasi"äänen"taajuus?"Merkitään"Mikon"viulun"äänifunktiota"f(x)=sinx."Tällöin"Saran"tuottaman"äänen"äänifunktio"g(x)=sin1,05x."(462/440=1,05)."Piirrä"summafunktio"h(x)=f(x)+g(x)"laskimeesi."Miltä"summafunktion"kuvaaja"näyttää"ja"mitä"siitä"voit"päätellä?"Oletko"koskaan"havainnut"ilmiötä"käytännössä?"Laske"huojuntataajuus"!! = !! − !!"ja"selitä"summafunktion"kuvaajan"avulla"mitä"se"voisi"merkitä.""""9. Jatkoa"edelliseen"tehtävään."Ilmaise"edellisen"tehtävän"h(x)"taulukkokirjasta"löytyvän"summakaavan:"sin !+sin!"="sin !!!! 2cos !!!! """avulla."Piirrä"saamasi"tulo"laskimeesi"ja"vertaa"sitä"edellisen"tehtävän"summafunktion"kuvaajaan."Piirrä"samaan"koordinaatistoon"myös"erikseen"saamasi"sinifunktio"ja"kosinifunktio"Mitä"funktioiden"kuvaajat"kertovat"meille"kuulemastamme"äänestä?"Miten"kosinifunktio"vaikuttaa"huojuontaan?"Tuleeko"Mikon"ja"Saran"virittää"aKkieliään"siihen"suuntaan,"jossa"ääni"huojuu"nopeammin"vai"siihen"suuntaan,"jossa"ääni"huojuu"hitaammin?"
Liite%5.% 1"
Lisätehtävä:%"Vanessa"ja"Pyry"soittavat"huilujaan"samalla"otteella"yhtä"voimakkaasti."Vanessa"soittaa"äänen"perustaajuutta"f"ja"Pyry"soittaa"ylipuhalluksen"avulla"yläsävelsarjan"toista"osaäänestä"2f."Vanessan"soittaman"äänen"äänifunktio"on"f(x)=sinx."Tällöin"Pyryn"soittaman"äänen"äänifunktio"on"g(x)=sin"2x.""Piirrä"laskimellasi"tuotetun"yhteisäänen"kuvaaja"samaan"koordinaatistoon"yksittäisten"äänifunktioiden"kanssa."Miltä"havaitset?"Miltä"tuotetun"yhteisäänen"kuvaaja"näyttäisi,"jos"Matias"tulisi"soittamaan"yläsävelsarjan"kolmatta"osaäänestä"samalla"voimakkuudella?""
Liite%6.% 1"Palautekysely""" 1. Oliko"tuntiin"liittyvä"musiikinteoria"ennestään"hallussa?"""""2. Oliko"lukujonona"helpompi"ymmärtää"musiikkitehtävien"avulla?""""" 3. Oliko"musiikinteoriaa"helpompi"ymmärtää"matematiikan"avulla?""" ""4. Vaikeuttiko"musiikkiesimerkit"matematiikan"teorian"oppimista?""""" 5. Helpottiko"musiikkiesimerkit"trigonometristen"funktioiden"tulkitsemista?""""""6. Ympyröi"oikea"vaihtoehto""Tehtävät"olivat:""Vaativia""Sopivan"haasteellisia""Helppoja""""7. Suosittelisitko"tunnin"esimerkkejä"pitkän"matematiikan"oppimateriaalin?"""""Kiitos!"
Liite%7.%! 1!
Tuntisuunnitelma!!Aika:!75!minuutin!oppitunti!kertauskurssin!aikana!Paikka:!Sibelius7lukio!tai!muu!musiikkilukio!Kurssi:!Maa14!abien!kertauskurssi!Aihe:!Lukujonot!!!
Lukujonojen%kertausta%Taululle:!(10!min).!Kysyn:!”Minkälainen!aritmeettinen!lukujono?”!!
Aritmeettinen!lukujono%Jos!on!olemassa!luku!!!siten!että,!!!!! − !! = !!kaikilla!! ∈ ℕ,!niin!lukujono!!!,!!,!!,!!,!!…!on!aritmeettinen.!Lukujonon!!.!jäsen!saadaan!laskettua!kaavasta!!!! = !! + ! − 1 !.!!!
Esimerkki!1%Lukujono!2, 4, 6, 8,!…!on!aritmeettinen.!Määritä!luku!!.!Laske!jonon!11.!jäsen.!Ratkaisu:!Luku!! = !!!! − !!=876=2.!Jonon!11.!jäsen!on!!!! = 2+ 11− 1 2 = 22.!Vastaus:!2!ja!22.!!Kysyn:!”Minkälainen!on!geometrinen!lukujono?”!!
Geometrinen!lukujono%Jos!on!olemassa!luku!q!siten,!että!!!!!!!! = !!kaikilla!! ∈ ℕ,!niin!lukujono!!!,!!,!!,!!,!!…!on!geometrinen.!Lukujonon!n.!Jäsen!saadaan!laskettua!kaavasta!!! = !!!!!!.!!
Esimerkki!2%Lukujono!!! , !! , !! , !!" , !!"!…!on!geometrinen.!Määritä!luku!!.!Laske!jonon!15.!jäsen.!Ratkaisu:!Luku!! = !!!!!! = ! !!!!ja!!!" = (!!)!" !! = !!"#$%.!Vastaus:!!!!!!ja!! !!"#$%.!!Kysyn!oppilailta!onko!heille!yläsävelsarja!tuttu.!Tarvittaessa!selitän!heille!mitä!se!merkitsee.!Sitten!kysyn!heiltä:!!
Esimerkki!3!taululle:!(10!min).!!”Minkälaisen!lukujonon!yläsävelsarja!!, 2!, 3!, 4!, 5!,…!muodostaa?”!Vastaus:!aritmeettisen!lukujonon.!”Mikä!tässä!on!!?”!Vastaus:!! = 4! − 3! = !.!!!
Esimerkki!4%”Minkälaisen!lukujonon!oktaavit!!, 2!, 4!, 8!, 16!, 32!,…!muodostaa?”!Vastaus:!geometrisen!lukujonon.!”Mikä!tässä!on!!?”!
Liite%7.% 2!
Vastaus:!! = (8!)/(4!) = 2.!!Jaan!oppilaille!pianon!koskettimet!–monisteen,!tehtävämonisteen!ja!intervallimonisteen.!Selitän!mitä!informaatiota!intervallimonisteesta!saamme.!!Tehdään!yhdessä!monisteen!tehtävä!1.!Dokumenttikamera!(20!min).!1. Yläsävelsarjan!osaääneistön!taajuudet!muodostavat!aritmeettisen!lukujonon.!Soitamme!sävelen!suuri!!,!jonka!taajuus!on!65,4!Hz.!Mitkä!ovat!jonon!jäsenet!ensimmäisestä!kuudenteen?!Entä!niitä!vastaavat!sävelet?!Käytä!apunasi!luonnonpuhtaiden!intervallien!kokonaislukusuhteita.!Kuinka!mones!jäsen!on!sävel!!!,!jonka!taajuus!on!588,6!Hz?!!Ratkaisu:!malliratkaisuissa.!!Oppilaat!saavat!tehdä!monisteen!tehtäviä!omaan!tahtiin.!Kiertelen!auttamassa.!Laitan!malliratkaisut!luokan!eteen,!josta!oppilaat!voivat!käydä!tarkistamassa!tehtäviään.!(25!min).!!Tehtäväratkaisujen!yhteenveto!(15!min).!!!!!!!!!
%
Liite%8.% 1"Tehtävämoniste""
Lukujonoja%" 1. Yläsävelsarjan"osaääneistön"taajuudet"muodostavat"aritmeettisen"lukujonon."Soitamme"sävelen"suuri"!,"jonka"taajuus"on"65,4!Hz"Mitkä"ovat"jonon"jäsenet"ensimmäisestä"kuudenteen?"Entä"niitä"vastaavat"sävelet?"Käytä"apunasi"luonnonpuhtaiden"intervallien"kokonaislukusuhteita."Kuinka"mones"jäsen"on"sävel"!!,"jonka"taajuus"on"588,6!Hz?"""2. Pythagoralainen"viritys"perustuu"puhtaisiin"kvintteihin."Valitsemme"lähtökohdaksi"sävelen"kontraF!"eli"!!."Viritämme"sävelen"!!"puhtaan"kvintin"päähän"lähtösävelestä"ja"taas"sävelen"!"puhtaan"kvintin"päähän"sävelestä"!!"jne."Kun"viritetään"12"peräkkäistä"kvinttiä"lähtösävelestä,"saamme"sävelen"ℎ!"!,"jonka"taajuus"on"suurempi"kuin"jos"laskisimme"lähtösävelestä"seitsemän""peräkkäistä"oktaavia"päätyen"sävelen"ℎ!"!"kanssa"enharmoniseen"säveleen"!!."Tätä"eroa"kutsutaan"Pythagoraan"kommaksi."Laske"pythagoraan"komma,"kun"lähtösävelen"taajuus"on"32,7"Hz."Kuinka"suuri"osa"tämä"komma"on"luonnonpuhtaasta"puolisävelaskeleesta?"" "3. Mikä"on"puolisävelaskeleen"taajuuden"suhdeluku"!"tasavireisessä"virityksessä?"Tasavireisessä"asteikossa"oktaavi"on"jaettu"12"puolisävelaskeleeseen."Tiedetään,"että"taajuus"aina"kaksinkertaistuu"kun"mennään"oktaavia"korkeammalle"sävelelle."""4. Erään"teoreettisen""pianon"kielten"pituudet"muodostavat"puolisävelaskeleittain"geometrisen"jonon"niin,"että"oktaavia"alemman"sävelen"kielen"pituus"on"aina"kaksinkertainen."Yksiviivaisen"!Fsävelen"kielen"pituus"on"42"cm."Kuinka"pitkä"yksiviivaisen"!Fsävelen"kielen"pituus"on?"(Käytännössä"pianon"kielet"ovat"keskenään"lähes"saman"pituisia,"jolloin"taajuuteen"pitää"vaikuttaa"kielen"paksuudella"ja"kireydellä)."""5. Paljonko"tasavireinen"kvintti"eroaa"luonnonpuhtaasta"kvintistä?""" 6. Miia"virittää"alttoviulunsa"!Fkielen"442"Hertsiin."Muut"kielet"hän"virittää"puhtaiden"kvinttien"päähän"aina"edellisestä"kielestä."Kuinka"paljon"matalimman"kielen"(pieni"!)"taajuus"eroaa"erään"pianon"samasta"sävelestä,"kun"tämä"piano"on"viritetty"tasaisesti"ja"siinä"myös"sävelen"!!"taajuus""on"442"Hz?"""
Liite 9. 1
Malliratkaisut
Tehtävä 1. Yläsävelsarjan osaääneistön taajuudet muodostavat aritmeettisen lukujonon.
Soitamme sävelen suuri C, jonka taajuus on 65, 4 Hz. Mitkä ovat jonon jäsenet ensimmäi-
sestä kuudenteen? Entä niitä vastaavat sävelet? Kuinka mones jäsen on sävel d2, jonka
taajuus on 588, 6 Hz?
Ratkaisu: Perustaajuus on jonon ensimmäinen jäsen. Seuraavat taajuudet ovat perus-
taajuuden kokonaislukukerrannaisia.
a1 = 65, 4
a2 = 2 · 65, 4 = 130, 8
a3 = 3 · 65, 4 = 196, 2
a4 = 4 · 65, 4 = 261, 6
a5 = 5 · 65, 4 = 327
a6 = 6 · 65, 4 = 392, 4
Kaavasta: an+1an =
n+1
n saadaan peräkkäisten jäsenten suhteet, joiden avulla saadaan rat-
kaistua taajuksia vastaavat sävelet. Esimerkiksi
a2
a1
=
2
1
Koska toisen jäsenen suhde ensimmäiseen jäseneen on 2 : 1, niin toinen jäsen on oktaavin
päässä ensimmäisestä jäsenestä. Nyt ensimmäisen jäsenen taajuutta vastaava sävel oli C,
joten toisen jäsenen taajuutta vastaava sävel on c. Sama tehdään muillekkin peräkkäisil-
le jäsenille ja luonnonpuhtaiden intervallien (katso moniste Eri intervallien taajuuksien
kokonaislukusuhteet) avulla määritetään taajuuksia vastaavat sävelet.
Yllä olevasta kaavasta näemme, että kolmannen jäsenen suhde toiseen jäseneen on 3 : 2,
joten kolmannen jäsenen taajuutta vastaava sävel on puhtaan kvintin päässä toisen jäse-
nen taajuutta vastaavasta sävelestä. Eli taajuutta 192, 6 vastaava sävel on g. Neljännen
jäsenen suhde kolmanteen jäseneen on vastaavasti 4 : 3, jolloin sitä vastaava sävel kvartin
päässä sävelestä g. Eli neljäs jäsen on c1. Viidennen jäsenen suhde edelliseen jäseneen on
taas 5 : 4, joten se on on suuren terssin päässä edellisestä jäsenestä. Saatu sävel on siis e1.
Kuudennnen jäsenen taajuutta vastaava sävel on g1, koska sen suhde edelliseen jäseneen
on 6 : 5, joka on pienen terssin suhdeluku.
Liite 9. 2
Jonon n. jäsen on 588, 6. Kaavasta an = a1 + (n  1)d saadaan ratkaistua n:
an = a1 + (n  1)d
588, 6 = 65, 4 + (n  1)65, 4
588, 6 = 65, 4n
n =
588, 6
65, 4
n = 9
Tehtävä 2. Pythagoralainen viritys perustuu puhtaisiin kvintteihin. Valitsemme lähtö-
kohdaksi sävelen kontra-c eli C1. Viritämme sävelen G1 puhtaan kvintin päähän lähtö-
sävelestä ja taas sävelen D puhtaan kvintin päähän sävelestä G1 jne. Kun viritetään 12
peräkkäistä kvinttiä lähtösävelestä, saamme sävelen his4, jonka taajuus on suurempi kuin
jos laskisimme lähtösävelestä seitsemän peräkkäistä oktaavia päätyen sävelen his4 kanssa
enharmoniseen säveleen c5. Tätä eroa kutsutaan Pythagoraan kommaksi. Laske Pytha-
goraan komma, kun lähtösävelen taajuus on 32, 7 Hz. Kuinka suuri osa tämä komma on
luonnonpuhtaasta puolisävelaskeleesta?
Ratkaisu: Kvintit muodostavat geometrisen lukujonon, jonka suhdeluku q = 32 = 1, 5.
Olkoon lähtösävelen taajuus jonon ensimmäinen jäsen a1 = 32, 7. 12 kvintin päässä lähtö-
sävelestä oleva sävel on his4, joka on jonon 13. jäsen. Tämän saadaan laskettua kaavasta
an = qn 1a1
a13 = q
12a1
a13 = 1, 5
12 · 32, 7
a13 = 4242, 7052
Päädymme sävelen his4 kanssa enharmoniseen säveleen c5 virittäessämme seitsemän ok-
taavia lähtösävelestä ylöspäin. Oktaavit muodostavat geometrisen lukujonon, jonka pe-
räkkäisten jäsenten suhdeluku r = 21 . Jonon ensimmäinen jäsen on k1 = 32, 7 ja jonon
kahdeksas jäsen saadaan laskettua kaavasta kn = rn 1k1
k8 = 2
7 · 32, 7
k8 = 4185, 6
Liite 9. 3
Pythagoraan komma on jäsenten a13 ja k8 suhde
a13
k8
=
1, 512 · 32, 7
27 · 32, 7
a13
k8
=
1, 512
27
a13
k8
= 1, 01364
Huom, komma on aina sama riippumatta lähtösävelestä, koska lähtösävelen taajuudet
supistuvat pois suhteesta.
Lasketaan kuinka suuri osa tämä komma on puolisävelaskeleesta. Luonnonpuhtaan
puolisävelaskeleen, eli pienen sekuntin, suhdeluku on 16 : 15. Seuraava puolisävelaskeleen
päässä oleva sävel on cis5, joka lasketaan oktaavien avulla saadusta jäsenestä k8
cis5 =
16
15
· k8
cis5 =
16
15
· 4185, 6
cis5 = 4464, 64
Voidaan ajatella, että taajuudet tämän puolisävelaskeleen sisällä muodostavat geometri-
sen jonon, jonka suhdeluku on Pythagoraan komma a13k8 . Olkoon jonon ensimmäinen jäsen
sävelen c5 taajuus n1 = k8 ja toinen jäsen sävelen his4 taajuus n2 = a13k8 · k8 = a13.
Kun jonon ensimmäistä jäsentä k8 kerrotaan k kappaleella kommia päädytään säveleen
cis5. Tällöin voidaan ratkaista luku k, jonka käänteisluku kertoo meille komman osuuden
puolisävelaskeleesta.
✓
a13
k8
◆k
· k8 = cis5✓
1, 512
27
◆k
· k8 = 16
15
· k8✓
1, 512
27
◆k
=
16
15
k =
lg 1615
lg 1,5
12
27
k ⇡ 4, 762627
Liite 9. 4
Eli komman osuus puolisävelaskeleesta on 1k ⇡ 14,762627 ⇡ 15
Huom! Tasavireisestä puolisävelaskeleesta osuus olisi:
1
k
=
1
lg 12
p
2
lg 1,5
12
27
1
k
⇡ 1
4, 262572712
⇡ 1
4
Vastaus: Komma on 1, 01364 ja sen osuus puolisävelaskeleesta on 1/5.
Tehtävä 3. Mikä on puolisävelaskeleen taajuuden suhdeluku q tasavireisessä viritykses-
sä? Tasavireisessä asteikossa oktaavi on jaettu 12 puolisävelaskeleeseen. Tiedetään, että
taajuus aina kaksinkertaistuu kun mennään oktaavia korkeammalle sävelelle.
Ratkaisu: Tasavireisessä virityksessä puolisävelaskeleet muodostavat geometrisen jonon.
Olkoon soitettu taajuus f . Nyt oktaavia korkeamman sävelen taajuus on 2f . Tämä oktaavi
on jaettu 12 puolisävelaskeleeseen, joiden suhdelukua merkitään kirjaimella q. Merkitään
jonon ensimmäiseksi jäseneksi a1 = f . Tällöin toinen jäsen a2 = qf , kolmas jäsen a3 =
q2 · f ja neljäs jäsen a4 = q3 · f ja niin edelleen. Jonon 13. jäsenen taajuus on oktaavin
päässä soitetusta sävelestä ja tiedetään, että sen taajuus on soitettuun säveleen verrattuna
kaksinkertainen. Eli kun a13 = q12 · f , niin
q12 · f = 2f
q = 12
p
2
q ⇡ 1, 05946
Vastaus: q = 12
p
2 ⇡ 1, 05946
Tehtävä 4. Teoreettisen pianon kielten pituudet muodostavat puolisävelaskeleittain geo-
metrisen jonon niin, että oktaavia alemman sävelen kielen pituus on aina kaksinkertainen.
Yksiviivaisen a-sävelen kielen pituus on 42 cm. Kuinka pitkä yksiviivaisen c-sävelen kielen
pituus on? (Käytännössä pianon kielet ovat keskenään lähes saman pituisia, jolloin taa-
juuteen pitää vaikuttaa kielien paksuudella ja kireydellä).
Ratkaisu:
Liite 9. 5
Tapa 1. Merkitään yksiviivaisen a-kielen pituutta kirjaimella La1 ja yksiviivaisen c-kielen
pituutta kirjaimella Lc1 . Nyt säveltä a1 oktaavia matalamman sävelen kielen pituus on
La = 2La1 = 2 · 42 = 84 cm. Peräkkäisten kielten pituuksien suhde q = 12
q
1
2 . (Oktaavin
korkeamman sävelen kielen pituus puolittuu, ja oktaavi jaettu 12 puolisävelaskeleeseen).
Koska c1 on kolmas sävel sävelestä a, niin sävelen c1 kielen pituus on
Lc1 = q
3La =
 
12
r
1
2
!3
· 84 ⇡ 71.
Tapa 2. Lasketaan sävel c1 sävelestä a1. Nyt peräkkäisten kielten pituuksien suhde on
q = 12
p
2. Sävel c1 on 9. jäsen sävelestä a1. Kielen c1 pituus on
Lc1 = q
9La1
Lc1 =
⇣
12
p
2
⌘9 · 42
Lc1 ⇡ 71.
Vastaus: 71 cm.
Tehtävä 5. Paljonko tasavireinen kvintti eroaa luonnonpuhtaasta kvintistä?
Ratkaisu: Koska kvintti koostuu seitsemästä puolisävelaskeleesta, merkitään sen mata-
lampi sävel jonon ensimmäiseksi jäseneksi a1 = f ja korkeampi sävel jonon kahdeksan-
neksi jäsenenksi a8 = q7 · f . Tehtävän 3 mukaan tasavireisen puolisävelaskeleen suhdeluku
q = 12
p
2.
a8 = q
7 · f
a8 =
12
p
2
7 · f
a8 = 1, 498307 · f
Puhtaan kvintin ylempi sävel saadaan alemmasta sävelestä f kertomalla se luvulla 32 . Eli
ylemmän sävelen taajuus on 32 · f = 1, 5f .
Tasavireisen ja luonnopuhtaan kvintin suhde:
12
p
2
7 · f
3
2 · f
=
12
p
2
7
1, 5
⇡ 0, 998871
Vastaus: Tasavireisen ja luonnonpuhtaan kvintin suhdeluku on 0, 99887
Liite 9. 6
Tehtävä 6. Miia virittää alttoviulunsa a-kielen 442 Hertsiin. Muut kielet hän virittää
puhtaan kvintin päähän aina edellisestä kielestä. Kuinka paljon matalimman kielen (pieni
c) taajuus eroaa erään pianon samasta sävelestä, kun tämä piano on viritetty tasaisesti
ja siinä myös sävelen a1 taajuus on 442 Hz?
Ratkaisu:Alttoviulun kielien taajuudet muodostavat geometrisen jonon, jonka suhdeluku
q = 2/3. Alttoviulussa on neljä kieltä, joiden taajuudet ovat geometrisen jonon jäsenet.
Olkoon jonon ensimmäinen jäsen alttoviulun korkeimman kielen a1 taajuus a1 = 442.
Toinen kieli on kvintin alempana, eli a2 = 23 · 442. Kolmas kieli on taas kvintin edellisestä
kielestä matalampana, eli a3 =
 
2
3
 2 · 442 ja matalimman kielen c taajuus on jonon neljäs
jäsen a4 =
 
2
3
 3 · 442 = 130, 96296.
Pianossa puolisävelaskeleet on viritetty tasaisesti. Nyt koska mennään korkeammasta
sävelestä matalampaan säveleen, tasavireisen puolisävelaskeleen suhdeluku on 12
q
1
2 (ok-
taavia matalamman sävelen taajuus puolittuu). Merkitään sitä kirjaimella r . Sävel c on
21 puolisävelaskeleen päässä sävelestä a1. Jos jonon ensimmäinen jäsen k1 = 442, niin
sävel c, eli jonon 22. jäsen saadaan laskettua kaavasta kn = rn 1k1
k22 = r
21 · 442
k22 =
 
12
r
1
2
!21
· 442
k22 = 131, 407386
Lasketaan paljonko alttoviulun kielen c taajuus eroaa pianon sävelen c taajuudesta:
k22
a4
=
⇣
12
q
1
2
⌘21
· 442 
2
3
 3 · 442
k22
a4
=
⇣
12
q
1
2
⌘21
 
2
3
 3
k22
a4
⇡ 1, 003393503 ⇡ 1, 0034
Vastaus: Pianon sävelen c taajuuden ja alttoviulun kielen c taajuuden suhdeluku on
1, 0034
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Liite%11.% 2"
%"5. Lisätehtävä:"Laske"yllä"olevasta"kaavasta"paljonko"tehtävän"1.""summaäänen"voimakkuus"kasvaa"verrattuna"Liisan"ja"Pirjon"soittamiin"ääniin."Käytä"tuloksia""apuna"laskeaksesi"Pirjon"ja"Liisan"soittamien"äänien"äänenvoimakkuuksien"erotus.""
Liite 12. 1
Malliratkaisut
Tehtävä 1. Liisa ja Pirjo soittavat sellojaan samalla taajuudella, mutta Pirjo soittaa
voimakkaammin kuin Liisa. Olkoon Liisan soittama äänifunktio f(x) = sinx ja Pirjon
soittama äänifunktio g(x) = 2sinx. Määritä näiden funktioiden summafunktio h(x) =
f(x)+g(x). Piirrä laskimellasi kaikki kolme funktiota samaan koordinaatistoon. Mitä ha-
vaitset tuotetusta yhteisäänestä ?
Ratkaisu: Summafunktio on
f(x) + g(x) = sinx+ 2sinx = 3sinx
Kuva 1: Funktioiden f(x) = sinx, g(x) = 2sinx ja f(x) + g(x) = 3sinx kuvaajat.
Yllä olevasta kuvasta 1 näemme, että yhteisäänen voimakkuus kasvaa, mutta funktion
taajuus pysyy samana.
Tehtävä 2. Sara ja Mikko virittävät viulujaan. Saran viulun a-kieli soi taajuudella 462 Hz
ja Mikon a-kieli taajuudella 440 Hz. Merkitään Mikon viulun äänifunktiota f(x) = sinx.
Tällöin Saran tuottama äänifunktio g(x) = sin1, 05x. (462/440 = 1, 05). Piirrä funk-
tiot f(x) ja g(x) samaan koordinaatistoon. Päättele niistä miltä summafunktion h(x) =
f(x) + g(x) pitäisi näyttää. Tarkista lisäämällä se samaan koordinaatistoon funktioiden
f(x) ja g(x) kanssa. Mitä huomaat? Oletko koskaan havainnut ilmiötä käytännössä? Las-
ke huojuntataajuus fh = f2   f1 ja selitä summafunktion kuvaajan avulla mitä se voisi
merkitä.
Liite 12. 2
Ratkaisu:
Kuva 2: Saran ja Mikon tuottamat äänifunktiot erikseen.
Kuvasta nähdään, että funktiot tulevat tietyn väliajoin samaan vaiheeseen ja tietyn välia-
join vastakkaiseen vaiheeseen. Samassa vaiheessa olevien äänifunktioiden pitäisi vahvistaa
toisiaan ja vastakkaisessa vaiheessa niiden pitäisi heikentää toisiaan.
Kuva 3: Saran ja Mikon tuottamat äänifunktiot sekä summafunktio h(x) = sinx +
sin1, 05x.
Huomaamme, että summaäänen amplitudi kaksinkertaistuu silloin kun Saran ja Mikon
soittamat äänet ovat samassa vaiheessa ja vastakkaisessa vaiheessa äänet kumoavat toi-
sensa.
Liite 12. 3
Kuva 4: Saran ja Mikon tuottama summafunktio h(x) = sinx+ sin1, 05x.
Kuulemamme äänen voimakkuus vaihtelee hiljaisesta voimakkaaseen ja päinvastoin sään-
nöllisin väliajoin. Huojuntataajuus on fh = 462   440 = 22 Hz. Ääni huojuu 22 kertaa
sekunnissa.
Kuva 5: Summaääni yhden sekunnin aikana.
Liite 12. 4
Tehtävä 3. Jatkoa edelliseen tehtävään 2.
a) Ilmaise edellisen tehtävän h(x) taulukkokirjasta löytyvän summakaavan: sinx +
siny = sinx+y2 2 cos
x y
2 avulla.
b) Mitä näet äänifunktiosta sinx+y2 2 cos
x y
2 , mikä on äänenvoimakkuus ja mikä on
taajuus? Laske kuulemasi äänen taajuus.
c) Piirrä saamasi tulo. Piirrä samaan koordinaatistoon myös erikseen saamasi sinifunk-
tio ja kosinifunktio, joka on kerrottuna kahdella.
d) Mitä funktioiden kuvaajat kertovat meille kuulemastamme äänestä?
e) Miten kosinifunktio vaikuttaa huojuontaan?
f) Tuleeko Mikon ja Saran virittää a-kieliään siihen suuntaan, jossa ääni huojuu no-
peammin vai siihen suuntaan, jossa ääni huojuu hitaammin?
Ratkaisu:
a) sinx+ sin1, 05x = sinx+1,05x2 · 2cosx 1,05x2
b) Äänifunktio on muotoa Asinx, missä A on amplitudi, joka kertoo äänenvoimakkuu-
den ja muuttuja x kertoo äänen taajuuden. Nyt tulossa sinx+1,05x2 ·2cosx 1,05x2 jälkim-
mäinen osa 2cosx 1,05x2 toimii äänifunktion amplitudina. Havaitsemme, että ampli-
tudi ei ole vakio, vaan saa arvoja väliltä [ 2, 2]. Ensimmäisestä osasta sinx+1,05x2
nähdään tuotetun yhteisäänen taajuus, joka on Saran ja Mikon soittamien taajuuk-
sien keskiarvo x+1,05x2 . Kuulemamme äänen taajuus on siis
x+1,05x
2 =
463+440
2 = 451
Hz.
Liite 12. 5
c) :
Kuva 6: Funktioiden sinx+1,05x2 , 2cos
x 1,05x
2 ja sin
x+1,05x
2 · 2cosx 1,05x2 kuvaajat.
d) Sinifunktion kuvaaja määrää kuulemamme äänen taajuuden ja kosinifunktio kerrot-
tuna kahdella määrää amplitudin suuruuden sekä sen vaihtelun nopeuden.
e) Mitä lähempänä soitetut äänet ovat toisiaan, eli mitä pienemmäksi kosinin kulma
saadaan, sitä loivemmin kosinifunktio kulkee ja näin ollen ääni huojuu hitaammin.
Mitä kauempana soitetut äänet ovat toisistaan, eli mitä suurempi kosinin kulma on
niin sitä tiheämmäksi kosinifunktion kuvaaja menee ja tällöin ääni huojuu nopeam-
min. Mikäli soitetut äänet olisivat täysin samat, kosinifunktion kulma saisi arvon 0
ja kosinifunktio arvon 1, joilloin ääni ei huojuisi vaan amplitudi pysyisi koko ajan
vakiona.
f) Siihen, jossa ääni huojuu hitaammin.
Tehtävä 4. Lisätehtävä: Vanessa ja Pyry soittavat huilujaan samalla otteella yhtä voi-
makkaasti. Vanessa soittaa äänen perustaajuutta f ja Pyry soittaa ylipuhalluksen avulla
yläsävelsarjan toista osaäänestä 2f . Vanessan soittama äänifunktio on f(x) = sinx. Täl-
löin Pyryn soittama äänifunktio on g(x) = sin2x. Piirrä tuotetun yhteisäänen kuvaaja.
Miltä tuotetun yhteisäänen kuvaaja näyttää, jos Matias tulee soittamaan yläsävelsarjan
kolmatta osaäänestä samalla voimakkuudella?
Liite 12. 6
Ratkaisu:
Kuva 7: Vanessan ja Pyryn tuottama yhteisääni.
Kuva 8: Vanessan, Pyryn ja Matiaksen tuottama yhteisääni.
Seuraavassa tehtävässä tarvitset kaavaa L = 20lgA2A1 [dB], joka antaa vastaukseksi ampli-
tudin A2 omaavan äänen voimakkuuden desibeleinä. A1 on verrattavan äänen amplitudi.
Tehtävä 5. Lisätehtävä: Laske yllä olevasta kaavasta paljonko tehtävän 1. summaäänen
voimakkuus kasvaa verrattuna Liisan ja Pirjon soittamiin ääniin. Käytä tuloksia apuna
laskeaksesi Pirjon ja Liisan soittamien äänien voimakkuuksien erotus.
Ratkaisu: Summafunktion amplitudi A2 = 3 ja Liisan soittaman äänifunktion amplitudi
A1 = 1. Summaäänen voimakkuus on
L = 20lg
3
1
⇡ 9, 5
desibeliä voimakkampi kuin Liisan soittaman äänen voimakkuus. Pirjon soittamaan ää-
neen, jonka amplitudi A1 = 2, verrattuna summaääni soi
L = 20lg
3
2
⇡ 3, 5
Liite 12. 7
desibeliä voimakkaampana. Tällöin Pirjon huilun äänenvoimakkuus on 9, 5  3, 5 = 6 de-
sibeliä voimakkaampi kuin Liisan huilun äänenvoimakkuus.
Vastaus: 9, 5 dB, 3, 5 dB ja 6 dB

